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Resumo
Realizamos um estudo das modificac¸o˜es induzidas num estado de mistura estatı´stica atrave´s
do acoplamento deste com estados do campo quantizado via um espelho semi-transparente (EST)
seguido de uma medida condicional (fotocontagem).
Exploramos diversas combinac¸o˜es de estados preparando diferentes campos nos modos de
entrada do EST. Na primeira porta de entrada (porta 1) foi imposta a injec¸a˜o do campo no estado
te´rmico e consideramos va´rios estados incidindo sobre a segunda porta (porta 2), que sa˜o: o Estado
Coerente |α〉, Estado de Va´cuo Comprimido |ξ〉 e Estado de Nu´mero (Fock) |n〉.
Dessa forma obtivemos o operador densidade que representa o estado emaranhado (do tipo
na˜o produto) de saı´da que, em seguida, e´ colapsado para um estado particular atrave´s de uma
medida condicional no modo da porta de saı´da 2. Fizemos uma ana´lise sistema´tica das pro-
priedades estatı´sticas do estado condicional tais como, as variaˆncias nas quadraturas (〈∆Xˆ2〉 e
〈∆Yˆ 2〉) e correlac¸a˜o de 2a ordem (g(2)). Tambe´m estudamos a representac¸a˜o do estado condicional
conhecida como func¸a˜o de Husimi (func¸a˜o Q).
Investigamos como a transmissividade (T) do EST, a amplitude (nu´mero me´dio de fo´tons) do
campo incidente na porta 2 e a medida condicional afetam o estado condicional gerado.
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Abstract
We present a study of the modifications induced in a mixed state through its coupling with
pure states of the quantized field by means at a beam splitter (BS) and followed by a conditional
measurement (photocount).
We explore several combinations of states by preparing different fields in the input of the BS. In
the first input port (input 1) we consider the injection of the field in a thermal state and we consider
several states entering the second input port (input 2): the Coherent State |α〉, State of Squeezed
Vacuum State |ξ〉 and Number State (Fock State) |n〉.
In that way we obtain the density operator that represents the emerging state, which is col-
lapsed to a particular state through a conditional measurement in the output port 2. We make a
systematic analysis of the statistical properties of the conditional state obtained, such as the vari-
ances in the quadratures (〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉) and the second order correlation function (g(2)). We also
calculate the representation of the conditional state known as Husimi function (Q function).
We investigate how the transmission coefficient (T) of the BS, the amplitude (mean photon
number) of the incident field in the input port 2 and the conditional measurement affect the gener-
ated conditional state.
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Capı´tulo 1
Introduc¸a˜o
O desenvolvimento de esquemas para a gerac¸a˜o de estados na˜o-cla´ssicos da luz tem sido ob-
jeto de grande interesse e fez-se necessa´rio uma ana´lise detalhada, do ponto de vista quaˆntico, dos
componentes o´pticos ba´sicos utilizados para produzir, transformar e detectar estes estados na˜o-
cla´ssicos. Neste trabalho, faremos um estudo da transformac¸a˜o de estados do operador campo
eletromagne´tico utilizando um sistema relativamente simples, pore´mmuito utilizado e indispensa´-
vel em experimentos o´pticos e cuja func¸a˜o e´ dividir um feixe luminoso, o Espelho Semi Transpar-
ente (EST). Tambe´m faremos uma investigac¸a˜o sistema´tica das propriedades na˜o cla´ssicas dos es-
tados gerados em tal sistema, apo´s efetuar-se uma medida condicional em um dos modos de saı´da
(ver figura 1.1).
O EST e´ um dispositivo o´ptico simples, mas que oferece possibilidades interessantes para a
investigac¸a˜o de certos aspectos referentes ao operador campo eletromagne´tico.
Tal dispositivo e´ equivalente a um acoplador direcional linear sendo, na auseˆncia de dissipac¸a˜o,
descrito pelo grupo de simetria SU(2) como sera´ visto adiante. Nele, dois modos do campo lumi-
noso sa˜o “misturados”de forma que estados emaranhados, relativos aos dois modos incidentes,
sa˜o geralmente produzidos. Isso possibilita a manipulac¸a˜o do estado do campo [1] e tambe´m a
engenharia de estados [2]. Este dispositivo o´ptico tambe´m tem sido frequentemente utilizado por
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Eˆ1,in
Eˆcd
Eˆ2,out
Eˆ2,in
Detector
EST
Figura 1.1: Representac¸a˜o esquema´tica da medida condicional onde se obte´m o operador campo eletro-
magne´tico Eˆcd associado ao operador densidade ρˆcd do estado condicional.
propiciar uma boa oportunidade de comprovar a natureza quaˆntica da luz [3]. Um exemplo disto
e´ a experieˆncia de J. Clauser [4], no qual tentou-se “dividir o fo´ton”, em analogia a uma onda lumi-
nosa cla´ssica, utilizando um EST. Classicamente a experieˆncia deveria dar resultado positivo, ou
seja, o fo´ton deveria ter sido dividido, contrariando assim a previsa˜o da teoria quaˆntica. O resul-
tado foi negativo, confirmando enta˜o a natureza quaˆntica da luz. Nessa experieˆncia, entretanto,
somente a indivisibilidade dos fo´tons foi comprovada e nenhum outro efeito na˜o cla´ssico ficou
evidente [5].
Classicamente podemos incidir sobre o EST um ou dois modos do campo eletromagne´tico,
pore´m quanticamente sempre teremos de considerar dois modos incidentes ja´ que o va´cuo estara´
sempre presente na porta na˜o utilizada do EST.
As caracterı´sticas quaˆnticas do EST surgem, explicitamente, apenas quando consideramos cam-
pos quaˆnticos. Estes, ao interagirem com o EST, na˜o sa˜o unicamente divididos em dois novos
feixes independentes, mas tambe´m apresentam uma alterac¸a˜o no estado quaˆntico de cada feixe
emergente quando comparado com a do feixe incidente. Os dois estados emergentes esta˜o, em
geral, correlacionados (emaranhados) mesmo se os estados incidentes forem na˜o correlacionados,
2
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ou seja,
ρˆin = ρˆ1,in ⊗ ρˆ2,in e ρˆout 6= ρˆ1,out ⊗ ρˆ2,out (1.1)
no qual ρˆin representa o estado total associado aos campos Eˆ1,in e Eˆ2,in os quais incidem sobre
o EST (estado produto) e ρˆout representa o estado dos campos emergentes, geralmente do tipo
na˜o produto ou emaranhado. Em alguns experimentos, para se obter informac¸o˜es a respeito de
um dado modo do campo, o feixe luminoso e´ dividido, atrave´s de um EST, em dois novos feixes
e realiza-se uma medida num dos modos do campo emergente atrave´s de um fotodetector, por
exemplo. Quando a informac¸a˜o sobre o primeiro modo e´ obtida, o estado quaˆntico do outro modo,
inevitavelmente colapsa para um estado particular em consequeˆncia do efeito damedida realizada.
Isto acontece porque tais modos, ao emergirem do EST, encontravam-se correlacionados. Este tipo
de “medida”e´ conhecida como medida condicional e sera´ abordada posteriormente. O estado
quaˆntico do modo na˜o observado e´ chamado de estado condicional.
Em nosso trabalho, diferentemente do encontrado atualmente na literatura, fazemos com que
dois feixes luminosos interajam atrave´s do EST, dando origem a dois novos feixes que esta˜o, geral-
mente, num estado emaranhado. A partir disso realizamos uma medida do nu´mero de fo´tons
(medida condicional) numa das portas de saı´da utilizando um fotodetector, obtendo assim um
operador densidade reduzido, que descreve o estado condicional. Uma vez determinados tais
estados, procedemos enta˜o com a caracterizac¸a˜o dos mesmos, investigando suas propriedades es-
tatı´sticas na˜o cla´ssicas como, por exemplo, a correlac¸a˜o de segunda ordem e as flutuac¸o˜es nas
varia´veis de quadratura, que nos permite verificar sob quais condic¸o˜es ocorre a compressa˜o do
ruı´do quaˆntico [6]. Uma caracterizac¸a˜o mais completa e´ obtida no espac¸o de fase, onde calculamos
a func¸a˜o de quasi-probabilidade de Husimi Q(β) na representac¸a˜o dos estados coerentes,
Q(β) =
1
pi
〈β|ρˆcd|β〉, (1.2)
no qual ρˆcd representa o estado condicional e |β〉 sa˜o estados coerentes [7]. Esta func¸a˜o de quasi-
probabilidade e´ uma possı´vel representac¸a˜o do estado quaˆntico do campo (na base dos estados
coerentes) de onde podem ser obtidas informac¸o˜es qualitativas importantes sobre as propriedades
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na˜o cla´ssicas dos estados do campo luminoso.
Investigamos enta˜o a influeˆncia damedida condicional na estatı´stica de fo´tons do estado condi-
cional de saı´da.
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Capı´tulo 2
Espelho Semi-Transparente e Medida
Condicional
2.1 Introduc¸a˜o
O EST e´ um dispositivo que acopla, atrave´s de uma transformac¸a˜o unita´ria, conjuntos de mo-
dos de entrada dos campos eletromagne´ticos incidentes, gerando os modos de saı´da de forma
que feixes de entrada na˜o emaranhados podem, na maioria dos casos, emergirem do EST num
estado emaranhado. Como veremos adiante, quando consideramos campos quaˆnticos, o EST leva
a modificac¸o˜es nas propriedades estatı´sticas ba´sicas do feixe incidente [8] e, desta forma, e´ de se
esperar que, neste processo, os ruı´dos tambe´m sejam acoplados.
Os operadores de aniquilac¸a˜o de fo´tons para um dado modo do campo relacionam-se da
seguinte forma:
 bˆ1
bˆ2
 = A
 aˆ1
aˆ2
 =
 A11 A12
A21 A22
 aˆ1
aˆ2
 , (2.1)
na qual A e´ a matriz que transforma os operadores de aniquilac¸a˜o dos modos de entrada (aˆi) nos
operadores dosmodos emergentes (bˆi). Tal transformac¸a˜o e´ unita´ria, ou seja, preserva na˜o somente
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as relac¸o˜es de comutac¸a˜o entre os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons, mas tambe´m o
nu´mero de fo´tons (conservac¸a˜o de energia). Portanto, numa situac¸a˜o ideal, o EST comporta-se
como um dispositivo o´ptico sem perdas. Em suma, verificamos que
[aˆi, aˆ†j] = [bˆi, bˆ
†
j] = δijIˆ (2.2)
e
Nˆ1 + Nˆ2 = nˆ1 + nˆ2, (2.3)
sendo
Nˆj (nˆj) = bˆ†j bˆj (aˆ
†
j aˆj) (j = 1, 2) (2.4)
o operador nu´mero de fo´tons para o estado de saı´da (entrada).
2.2 Espelho Semi-Transparente Sem Perdas
Faremos agora um estudo do EST sem levar em conta efeitos de polarizac¸a˜o e imperfeic¸o˜es
na colimac¸a˜o do feixe luminoso. Isto podera´ ser introduzido posteriormente sem maiores dificul-
dades [3].
Iniciemos enta˜o nossa ana´lise classicamente, e em seguida, atrave´s de uma conexa˜o com o mo-
mento angular, faremos um tratamento quaˆntico. A ana´lise cla´ssica pode ser feita considerando
1 ou 2 modos de entrada (aqui consideraremos 2). Desta foma, a matriz que leva os campos inci-
dentes aos campos de saı´da e´ dada por:
 β1
β2
 =
 B11 B12
B21 B22
 α1
α2
 = B
 α1
α2
 (2.5)
em que αi e βi representam, respectivamente, as amplitudes (cla´ssicas) dos campos incidentes e
emergentes e B possui elementos Bij que sa˜o, em geral, complexos de modo a garantir alterac¸o˜es
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na fase do campo emergente com relac¸a˜o ao incidente. Dessa forma, podemos escreveˆ-los da
seguinte maneira:
Bij = |Bij|eiφij (2.6)
Como a transformac¸a˜o (2.5) e´ unita´ria e a energia do sistema e´ conservada, temos que
|B11|2 + |B12|2 = 1, (2.7)
|B21|2 + |B22|2 = 1, (2.8)
B11B
∗
21 +B12B
∗
22 = 0, (2.9)
sendo que (2.7) e (2.8) esta˜o acopladas por (2.9). Decompondo e separando as partes relativas a`
fase e a` magnitude, obte´m-se
φ11 − φ12 = φ21 − φ22 ± pi (2.10)
e
|B11||B21| = |B12||B22|. (2.11)
Agora, combinando (2.11) com (2.7) e (2.8) ficamos com
|B11|2 = |B22|2 = cos2(θ) = T (2.12)
e
|B12|2 = |B21|2 = sin2(θ) = R. (2.13)
Estas duas u´ltimas equac¸o˜es esta˜o escritas em func¸a˜o da transmissividade (T) e da refletividade
(R) do EST, as quais se encontram conectadas pela relac¸a˜o
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R = 1− T. (2.14)
Portanto existe apenas um paraˆmetro (θ) que governa a magnitude dos campos cla´ssicos envolvi-
dos,
θ = arccos(
√
T ) (0 ≤ θ ≤ pi
2
). (2.15)
Com uma combinac¸a˜o conveniente de fase, mais a equac¸a˜o (2.10) encontramos
φT =
1
2
(φ11 − φ22), φR = 12(φ12 − φ21 ∓ pi) e φ0 =
1
2
(φ11 + φ22). (2.16)
Apo´s um pouco de a´lgebra, estes treˆs u´ltimos resultados fornecem
φ11 = φ0 + φT , φ22 = φ0 − φT , φ12 = φ0 + φR e φ21 = φ0 − φR ∓ pi. (2.17)
Com estas redifinic¸o˜es podemos escrever a matriz de transformac¸a˜o do EST como segue:
B = eiφ0
 eiφT cos(θ) eiφR sin(θ)
−e−iφR sin(θ) e−iφT cos(θ)
 . (2.18)
Os efeitos de interfereˆncia sa˜o independentes da fase global φ0 e portanto podemos, sem perda
de generalidade, fazeˆ-la igual a zero,
φ0 = 0. (2.19)
Com isto nossa tranformac¸a˜o se restringe a uma transformac¸a˜o unimodular (Det(B) = 1) do sub-
grupo SU(2). Uma representac¸a˜o simples, pore´m cabı´vel, surge quando admitimos que o EST na˜o
impo˜e mudanc¸a de fase aos feixes transmitido e refletido, ou seja,
φR = φT = 0 (2.20)
que leva-nos a reescrever a matriz B como
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B =
 cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)
 . (2.21)
Desta forma vemos que amatriz de transformac¸a˜o (2.21) apresenta-se como umamatriz de rotac¸a˜o,
ou seja, o EST causa uma “rotac¸a˜o”nos modos dos campos incidentes.
2.3 Conexa˜o com o Momento Angular
Obtivemos acima uma matriz unita´ria 2x2 capaz de representar, do ponto de vista cla´ssico,
o efeito de um EST sobre um dado campo eletromagne´tico. Entretanto, podemos complementar
nossa compreensa˜o a respeito do EST do ponto de vista quaˆntico, fazendo uma conexa˜o com omo-
mento angular. Para tanto, fazemos uso das relac¸o˜es de Schwinger [9] que descreve um oscilador
harmoˆnico em duas dimenso˜es em termos do momento angular do sistema (~ = 1)
Lˆ1 =
1
2
(aˆ†1aˆ2 + aˆ
†
2aˆ1), (2.22)
Lˆ2 =
1
2i
(aˆ†1aˆ2 − aˆ†2aˆ1) (2.23)
e
Lˆ0 =
1
2
(aˆ†1aˆ1 − aˆ†2aˆ2), (2.24)
os quais satisfazem a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[Lˆi, Lˆj] = iijkLˆk (i, j, k = 0, 1, 2). (2.25)
Nesta equac¸a˜o, ijk = 1 para permutac¸o˜es pares dos ı´ndices e ijk = −1 para permutac¸o˜es ı´mpares,
enquanto que para os demais casos e´ zero.
Consideremos agora uma transformac¸a˜o dos operadores de momento angular e de aniquilac¸a˜o
de fo´tons, atrave´s de um operador Bˆ(Φ,Θ,Ψ) da seguinte forma:
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Lˆ
′
j = Bˆ(Φ,Θ,Ψ)LˆjBˆ
†(Φ,Θ,Ψ) (j = 0, 1, 2), (2.26)
bˆk = Bˆ(Φ,Θ,Ψ)aˆkBˆ†(Φ,Θ,Ψ) (k = 1, 2). (2.27)
A equac¸a˜o (2.26) causa uma rotac¸a˜o do momento angular o qual depende dos treˆs paraˆmetros
angulares (Φ,Θ,Ψ), levando assim aos novos operadores
Lˆ
′
1 =
1
2
(bˆ†1bˆ2 + bˆ
†
2bˆ1), Lˆ
′
2 =
1
2i
(bˆ†1bˆ2 − bˆ†2bˆ1) e Lˆ
′
0 =
1
2
(bˆ†1bˆ1 − bˆ†2bˆ2). (2.28)
Uma transformc¸a˜o canoˆnica dos operadores aniquilac¸a˜o de fo´tons (2.27) e´ garantida pelo fato
de Bˆ(Φ,Θ,Ψ) ser unita´rio, preservando assim as relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.25). Sendo assim pode-
mos, a partir do estado de va´cuo, gerar um conjunto de estados de nu´mero via
|N〉 = (bˆ
†
j)N√
N !
|0〉. (2.29)
Portanto o operador Bˆ(Φ,Θ,Ψ) e´ suficiente para caracterizar a ac¸a˜o do EST e, de acordo com a
teoria do momento angular, este operador e´ a representac¸a˜o padra˜o do grupo de rotac¸a˜o em treˆs
dimenso˜es SO(3) [10] e e´ dado por
Bˆ(Φ,Θ,Ψ) = e(iΦLˆ0)e(−iΘLˆ2)e(iΨLˆ0) (2.30)
onde os paraˆmetros Φ,Θ e Ψ sa˜o ana´logos aos aˆngulos de Euler da Mecaˆnica Cla´ssica e cada
exponencial de (2.30) cria uma rotac¸a˜o em torno do eixo indicado pelo sub-ı´ndice do operador.
De acordo com o formalismo de Schwinger, isto implica que Lˆ2 e Lˆ0 transformam os operadores
aniquilac¸a˜o de fo´tons, aˆ1 e aˆ2, da seguinte forma:
e−iΘLˆ2
 aˆ1
aˆ2
 eiΘLˆ2 =
 cos(Θ2 ) sin(Θ2 )
− sin(Θ2 ) cos(Θ2 )
 aˆ1
aˆ2
 , (2.31)
e
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e−iΦLˆ0
 aˆ1
aˆ2
 eiΦLˆ0 =
 e iΦ2 0
0 e
−iΦ
2
 aˆ1
aˆ2
 . (2.32)
Combinando as mudanc¸as de fase e as rotac¸o˜es que Bˆ(Φ,Θ,Ψ) causa nos campos, obtemos
uma nova matriz unita´ria que descreve o efeito do EST sobre o modo do campo em questa˜o:
B =
 e i(Φ+Ψ)2 cos(Θ2 ) e i(−Φ+Ψ)2 sin(Θ2 )
−e i(−Φ+Ψ)2 sin(Θ2 ) e
−i(Φ+Ψ)
2 cos(Θ2 )
 (2.33)
que, comparada com (2.18) e utilizando (2.19), nos leva a identificar
θ =
Θ
2
, (2.34)
φT =
1
2
(Φ + Ψ) e φR =
1
2
(Φ−Ψ). (2.35)
Isto faz com que (2.30) adquira o seguinte aspecto:
Bˆ(T, φT , φR) = e−i(φT−φR)Lˆ0e−2iθLˆ2e−i(φT+φR)Lˆ0 , (2.36)
na qual θ e´ dado por (2.15). Agora, considerando os operadores “escada”Lˆ+ e Lˆ− para o momento
angular, ou seja,
Lˆ+ = Lˆ1 + Lˆ2 = aˆ†1aˆ2 (2.37)
e
Lˆ− = Lˆ1 − Lˆ2 = aˆ†2aˆ1, (2.38)
obtemos
Lˆ2 =
1
2i
(Lˆ+ − Lˆ−). (2.39)
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Agora, levando em conta que o EST na˜o comunica nenhuma mudanc¸a de fase ao campo (φ0 =
φT = φR = 0), podemos obter o operador de transformac¸a˜o que representa a ac¸a˜o do EST sobre os
modos do campo eletromagne´tico,
Bˆ(T, φT , φR) = Bˆ(T ) = e−θ(Lˆ+−Lˆ−). (2.40)
Entretanto, o operador que representa o EST escrito na forma (2.40) na˜o e´ muito conveniente para
fins pra´ticos, portanto, utilizaremos uma forma alternativa obtida a partir de (2.40) a qual e´ dada
por (consultar Apeˆndice A)
Bˆ(T ) = e−ηLˆ−T Lˆ0eηLˆ+ , (2.41)
em que
η =
√
R
T
. (2.42)
Sendo assim, se o estado de entrada e´ representado por ρˆin, o estado total de saı´da sera´ obtido
atrave´s da expressa˜o
ρˆout = Bˆ†(T )ρˆinBˆ(T ). (2.43)
2.4 Medida Condicional
O efeito do EST sobre os modos incidentes pode resumir-se numa interac¸a˜o efetiva que resulta
num estado de saı´da que e´ geralmente emaranhado.
ρˆout = Bˆ†(T )ρˆinBˆ(T ) 6= ρˆ1,out ⊗ ρˆ2,out. (2.44)
Nosso interesse esta´ no modo relativo a` porta de saı´da 1. Portanto, podemos realizar uma medida
condicional no modo de saı´da referente a` porta 2. Suponhamos que em tal medidam fo´tons sejam
detectados. Tal operac¸a˜o e´ representada pelo operador de medida
12
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Πˆ2(m) = |m〉〈m|, (2.45)
em que o sub-ı´ndice 2 indica que a medida e´ realizada no modo de saı´da 2. Dessa forma, o estado
condicional de saı´da (ECS) sera´ dado por [11]
ρˆcdout =
Tr2{ρˆout[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
Tr1,2{ρˆout[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
(2.46)
onde Iˆ1 e´ o operador identidade relativo ao modo de saı´da 1 e o denominador e´ um fator de
normalizac¸a˜o.
Ao aplicarmos o processo de medida condicional estamos fazendo com que o estado de saı´da
sofra um colapso para um estado especı´fico na porta de saı´da 1. Tal estado sera´ o nosso objeto de
interesse, sobre o qual faremos uma investigac¸a˜o das propriedades estatı´sticas.
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Capı´tulo 3
Estados do Campo Luminoso
3.1 Introduc¸a˜o
Existe uma grande variedade de possı´veis estados para o campo eletromagne´tico de radiac¸a˜o
e, dentre eles, alguns sa˜o de fundamental importaˆncia para a O´ptica Quaˆntica. Neste capı´tulo,
faremos uma breve ana´lise de alguns destes estados, que sera˜o bastante u´teis no decorrer do nosso
trabalho.
O estado de um dado campo luminoso pode ser um estado puro ou um estado de mistura.
Se e´ possı´vel descreveˆ-lo por um vetor de estado, por exemplo |ϕ〉, enta˜o dizemos que o campo
encontra-se num estado puro e, sendo assim, podemos expandi-lo numa base ortogonal, isto e´,
|ϕ〉 =
∞∑
n=0
Ci|i〉. (3.1)
No caso de termos uma fonte luminosa desordenada, o campo te´rmico por exemplo, e´ im-
possı´vel descreveˆ-lo por uma u´nica func¸a˜o de onda. Neste caso dizemos que o campo encontra-se
num estado de mistura, tornando necessa´rio sua descric¸a˜o por um operador densidade da forma
ρˆ =
∞∑
i=0
pi|ϕi〉〈ϕi|, (3.2)
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sendo os p′is coeficientes reais que representam a participac¸a˜o parcial de cada func¸a˜o de onda no
estado total do sistema em questa˜o. Se apenas um dos p′is for diferente de zero, a equac¸a˜o (3.2) fica
ρˆ = |ϕk〉〈ϕk|, (3.3)
ou seja, de todas as func¸o˜es de ondas individuais que compunham o estado total (superposic¸a˜o
incoerente de estados), apenas uma participa da representac¸a˜o do estado, uma vez que todos os
demais p′is sa˜o nulos. Resumindo, obtemos um estado puro. Portanto, um estado puro pode tanto
ser representado por uma func¸a˜o de onda ou por um operador densidade, enquanto que o estado
de mistura pode ser representado apenas pelo operador densidade.
Expandindo os estados |ϕk〉 na base ortogonal, obtemos
ρˆp =
∞∑
i,j=0
CiC
∗
j |i〉〈j| (3.4)
e
ρˆm =
∞∑
i=0
pi|i〉〈i|, (3.5)
em que ρˆp e´ o operador densidade representando o estado puro e ρˆm e´ o operador densidade para
o estado de mistura, no qual verifica-se a condic¸a˜o
∞∑
i=0
|Ci|2 = 1. (3.6)
Vejamos o que ocorre com o estado puro onde o trac¸o de ρˆp e´ dado por
Tr[ρˆp] =
∞∑
k=0
〈k|ρˆp|k〉, (3.7)
que com a equac¸a˜o (3.6) resulta em
Tr[ρˆp] = 1. (3.8)
Para o estado de mistura, de forma ana´loga, temos que
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Tr[ρˆm] = 1. (3.9)
No caso do estado puro, em que o operador densidade e´ dado por um projetor, com o auxı´lio de
(3.3) no´s facilmente constatamos que
ρˆ2p = ρˆp (3.10)
e portanto
Tr[ρˆ2p] = 1. (3.11)
Por outro lado, o operador densidade para o estado de mistura estatı´stica na˜o e´ um projetor e,
desta forma, temos que
ρˆ2m 6= ρˆm, implicando em Tr[ρˆ2m] 6= 1. (3.12)
Observemos agora um caso particular, onde temos uma superposic¸a˜o de dois estados ortogo-
nais, |ia〉 e |ib〉. Se tal superposic¸a˜o for do tipo
|ϕ〉 = ca|ia〉+ cb|ib〉, (3.13)
temos enta˜o que
ρˆ = |ca|2 |ia〉〈ia|+ |cb|2|ib〉〈ib|+ cac∗b |ia〉〈ib|+ cbc∗a|ib〉〈ia|. (3.14)
Calculando o trac¸o de ρˆ2 obte´m-se
Tr[ρˆ2] = 1, (3.15)
ou seja, o estado da equac¸a˜o (3.13) e´ um estado puro. Agora consideremos a superposic¸a˜o dos
mesmos estados, pore´m da forma
ρˆ = a|ia〉〈ia|+ b|ib〉〈ib|. (3.16)
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De maneira ana´loga, ao calcularmos o trac¸o do quadrado da u´ltima equac¸a˜o, verificamos que
Tr[ρˆ2] < 1. (3.17)
Portanto o estado representado pela equac¸a˜o (3.16) e´ um exemplo de um estado de mistura es-
tatı´stica. Aqui, neste exemplo, vimos que no caso do estado de mistura o operador densidade que
o representa e´ diagonal na base ortogonal como pode ser observado da equac¸a˜o (3.16), enquanto
que para o estado puro, como pode ser visto na equac¸a˜o (3.13), isto na˜o ocorre. O estado puro
e´ escrito como uma superposic¸a˜o coerente de estados ortogonais, ja´ o estado de mistura e´ uma
superposic¸a˜o incoerente de tais estados.
Resumindo, um estado puro implica em perfeito conhecimento do estado do sistema, ja´ para
um estado de mistura temos probabilidades associadas a ocorreˆncia de um determinado estado
puro. Campos nos estados de nu´mero, coerente ou comprimido sa˜o exemplos de estado puro,
enquanto que o estado te´rmico ou cao´tico sa˜o exemplos de estados de mistura estatı´stica.
3.2 Estado de Nu´mero (Fock)
Expandindo o hamiltoniano de um campo de radiac¸a˜o livre conseguimos escreveˆ-lo como
um conjunto de infinitos osciladores harmoˆnicos desacoplados na qual, para um dado modo do
campo, temos
Hˆ = ~ω(nˆ+
1
2
) (3.18)
sendo nˆ o operador nu´mero de fo´tons definido por
nˆ = aˆ†aˆ (3.19)
e En = ~ω(n+ 12) os respectivos autovalores de energia do operador hamiltoniano Hˆ .
Resolvamos agora a seguinte equac¸a˜o de autovalores
nˆ|n〉 = n|n〉, (3.20)
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em que |n〉 e´ o “ket”que representa o estado de nu´mero (ou estado de Fock) e n e´ seu auto-valor,
o qual na˜o deve assumir valores negativos ja´ que a normalizac¸a˜o de qualquer vetor pertencente
ao espac¸o de Hilbert na˜o pode ser negativa e, ale´m disso, na˜o ha´ sentido falar em um nu´mero
negativo de fo´tons. Com o auxı´lio da equac¸a˜o (3.19) obtemos as relac¸o˜es
nˆaˆ†|n〉 = (n+ 1)aˆ†|n〉 (3.21)
e
nˆaˆ|n〉 = (n− 1)aˆ|n〉, (3.22)
nas quais utilizamos as relac¸o˜es de comutac¸a˜o
[nˆ, aˆ†] = nˆaˆ† − aˆ†nˆ = aˆ†, (3.23)
[nˆ, aˆ] = nˆaˆ− aˆnˆ = −aˆ (3.24)
e
[aˆ, aˆ†] = 1. (3.25)
A equac¸a˜o (3.22) implica que aˆ|n〉 tambe´m e´ um autoestado do operador nu´mero, possuindo um
autovalor diminuı´do de uma unidade. Desta forma, com a equac¸a˜o (3.21), temos
aˆ†|n〉 = c|n+ 1〉, (3.26)
ou seja, a menos de uma constante, aˆ†|n〉 e |n+1〉 sa˜o iguais e esta constante pode ser determinada
assumindo que tanto |n〉 quanto |n+1〉 sa˜o normalizados a unidade. Multiplicando enta˜o a equac¸a˜o
(3.26) por seu complexo conjugado, obte´m-se
|c| = √n+ 1 (3.27)
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e assim concluı´mos que
aˆ†|n〉 = √n+ 1|n+ 1〉. (3.28)
De forma ana´loga, obtemos para o operador aniquilac¸a˜o
aˆ|n〉 = √n|n− 1〉. (3.29)
Portanto, da equac¸a˜o (3.28), vemos que a aplicac¸a˜o sucessiva do operador de criac¸a˜o ao estado de
va´cuo resulta em
(aˆ†)n|0〉 =
√
n!|n〉 (3.30)
ou
|n〉 = (aˆ
†)n√
n!
|0〉 (3.31)
e da equac¸a˜o (3.29), temos que
aˆ|0〉 = 0, (3.32)
sendo |0〉 o estado de va´cuo. Este estado, como veremos a seguir, e´ um estado de mı´nima in-
certeza, assim como o estado coerente. Desta forma, mesmo na auseˆncia de energia (fo´ton) havera´
a presenc¸a do va´cuo eletromagne´tico e as flutuac¸o˜es associadas ao mesmo. A preparac¸a˜o de um
campo luminoso num estado de nu´mero foi proposta por Mandel e outros [18] no inı´cio da de´cada
de 80 e, recentemente, Varcoe e outros [19] realizaram experieˆncias obtendo tais estados.
3.2.1 O Estado de Nu´mero como uma Base
O estado de nu´mero forma uma base completa que, sendo assim, pode ser utilizada para a
representac¸a˜o de outros estados bem como de operadores. Podemos expressar tal completeza
atrave´s do operador identidade Iˆ, ou seja
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∞∑
n=0
|n〉〈n| = Iˆ. (3.33)
Ale´m disso, o estado de nu´mero e´ autoestado do operador nˆ que e´ hermitiano e, desta forma,
satisfazem a relac¸a˜o de ortogonalidade
〈n|m〉 = δn,m. (3.34)
Como ja´ mencionado anteriormente, podemos representar qualquer estado ou operador na
base de nu´mero. Como exemplo, temos o estado coerente que, como veremos adiante, pode ser
escrito nesta base. Ale´m disso, tal base e´ muito u´til para se obter informac¸o˜es sobre as propriedades
estatı´sticas do campo como, por exemplo, a distribuic¸a˜o do nu´mero de fo´tons, por exemplo.
3.3 Estado Coerente
Um dos “problemas” do estado de nu´mero e´ que ele possui uma fase aleato´ria, impossibili-
tando assim seu uso para descrever um laser [5]. Para conseguirmos tal descric¸a˜o de maneira mais
precisa, utilizamos o estado coerente, introduzido por Glauber [7] em 1963. Este estado possui um
produto de incerteza que e´ mı´nimo para as varia´veis da quadratura e e´ obtido a partir do estado
de va´cuo da seguinte forma:
|α〉 = Dˆ(α)|0〉, (3.35)
na qual α e´ uma amplitude complexa e Dˆ(α) e´ o operador deslocamento dado por:
Dˆ(α) = e(αaˆ
†−α∗aˆ). (3.36)
Apliquemos agora o operador aniquilac¸a˜o de fo´tons aˆ e, em seguida, o operador deslocamento
ao estado coerente
Dˆ†(α)aˆ|α〉 = Dˆ†(α)aˆDˆ(α)|0〉 = (aˆ+ α)|0〉, (3.37)
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em que utilizamos
Dˆ†(α)aˆDˆ(α) = aˆ+ α. (3.38)
Desse modo, a equac¸a˜o (3.37) adquire o seguinte aspecto:
Dˆ†(α)aˆ|α〉 = α|0〉. (3.39)
Multiplicando os dois lados da u´ltima equac¸a˜o por Dˆ(α) e utilizando (3.35), obte´m-se
aˆ|α〉 = α|α〉. (3.40)
Portanto, os estados coerentes sa˜o autovetores do operador aniquilac¸a˜o de fo´tons, ja´ que Dˆ(α)Dˆ†(α) =
Iˆ.
3.3.1 Operador Densidade do Estado Coerente
Como citamos na sec¸a˜o anterior, podemos expandir qualquer estado na base de nu´mero, o que
nos motiva a fazer o mesmo para o estado coerente. Assim, utilizando a relac¸a˜o de completeza
para o estado de nu´mero, temos que
|α〉 =
∞∑
n=0
|n〉〈n|α〉 (3.41)
em que 〈α|n〉 sa˜o os coeficientes da expansa˜o e dados por
〈α|n〉 = α
n
√
n!
e−
1
2 |α|
2
, (3.42)
na qual utilizamos a equac¸a˜o (3.31) e a expansa˜o do operador deslocamento
Dˆ(α) = e−
1
2 |α|
2
eαaˆ
†
e−α
∗aˆ. (3.43)
Sendo assim, obtemos o estado coerente escrito na base de nu´mero
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|α〉 =
∞∑
n=0
αn√
n!
e−
1
2 |α|
2 |n〉. (3.44)
Consequentemente, o operador densidade associado ao estado coerente adquire o seguinte
aspecto:
ρˆc = |α〉〈α| = e(−|α|2)
∞∑
n,m=0
αn(α∗)m√
n!m!
|n〉〈m|. (3.45)
3.3.2 O Estado Coerente como uma Base
Uma outra propriedade do estado coerente e´ que ele forma uma base supercompleta e, desta
forma, permite que outros estados do campo, bem como operadores, possam ser escritos nesta
base. O estado coerente possui um espectro de autovalores contı´nuo (α e´ contı´nuo), de modo que
para verificar a super-completeza procedemos da seguinte forma:
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)|α〉〈α| =
∞∑
n,m=0
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)|n〉〈n|α〉〈α|m〉〈m|, (3.46)
na qual utilizamos a relac¸a˜o de completeza do estado de nu´mero dada pela equac¸a˜o (3.33). Agora,
substituindo a equac¸a˜o (3.42) no lado direito de (3.46), ficamos com
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)|α〉〈α| =
∞∑
n,m=0
|n〉〈m|√
n!m!
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)αn(α∗)me−|α
2|. (3.47)
A integral que aparece do lado direito da u´ltima equac¸a˜o pode ser facilmente resolvida e tem como
resultado
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)αn(α∗)me−|α
2| = pin!δn,m. (3.48)
Consequ¨entemente, ao substituirmos este u´ltimo resultado na equac¸a˜o (3.47), obtemos o resultado
desejado:
1
pi
∫ ∞
−∞
dRe(α)dIm(α)|α〉〈α| = Iˆ (3.49)
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Desta forma, comprovamos a propriedade da super-completeza da base constituı´da pelos es-
tados coerentes. Isto implica que e´ possı´vel expandir, nesta base, qualquer vetor de estado que se
deseje, isto e´,
|Φ〉 = 1
pi
∫
d2(α)|α〉〈α|Φ〉 (3.50)
na qual
d2(α) = dRe(α)dIm(α). (3.51)
3.4 Estado de Va´cuo Comprimido
Os Estados Comprimidos formam uma classe geral de estados [17, 22] e assim como o estado
coerente e o estado de va´cuo possuem o produto de incerteza mı´nimo. Pore´m o estado estado
possui um ruı´do menor que o apresentado pelo estado coerente (ou va´cuo) numa das quadraturas
e, para garantir uma relac¸a˜o de mı´nima incerteza, possui um ruı´do maior na outra quadratura.
Neste sentido, podemos interpretar o estado coerente e o estado de va´cuo como casos particulares
de um estado comprimido possuindo, ambos, omesmo ruı´do nas duas quadraturas. Tal fato reflete
uma compressa˜o nula.
3.4.1 Operador Densidade para o Estado de Va´cuo Comprimido
O estado de va´cuo comprimido surge quando aplicamos ao estado de va´cuo um operador
unita´rio Sˆ(ξ) conhecido como operador de compressa˜o [23], ou seja,
|ξ〉 = Sˆ(ξ)|0〉, (3.52)
sendo o operador de compressa˜o dado por
Sˆ(ξ) = e−12 [ξaˆ†2 − ξ∗aˆ2] (3.53)
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com
ξ = |ξ|eiθ. (3.54)
como Sˆ(ξ) e´ um operador unita´rio, temos que
Sˆ†(ξ)Sˆ(ξ) = Iˆ. (3.55)
Este operador transforma os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons da seguinte forma [22]:
bˆ = Sˆ(ξ)aˆSˆ†(ξ) = aˆ cosh(|ξ|) + aˆ†eiθ sinh(|ξ|) (3.56)
e
bˆ† = Sˆ(ξ)aˆSˆ†(ξ) = aˆe−iθ sinh(|ξ|) + aˆ† cosh(|ξ|). (3.57)
Aplicando enta˜o o novo operador aniquilac¸a˜o de fo´tons (bˆ) ao estado de va´cuo comprimido |ξ〉,
obte´m-se
bˆ|ξ〉 = Sˆ(ξ)aˆSˆ†(ξ)Sˆ(ξ)|0〉 = Sˆ(ξ)aˆ|0〉.
Mas aˆ|0〉 = 0, o que nos leva a concluir que
bˆ|ξ〉 = 0. (3.58)
Sendo assim, verificamos que |ξ〉 e´ o estado de va´cuo do operador transformado bˆ e, por isso, e´
chamado de va´cuo comprimido.
Para facilitar o processo de obtenc¸a˜o de um operador densidade, escrito na base de nu´mero e
que represente o estado de va´cuo comprimido, e´ necessa´rio reescrever o operador de compressa˜o
da seguinte forma:
Sˆ(ξ) = exp{1
2
(aˆ†)2eiθ tanh(|ξ|)} exp{−1
2
(aˆ†aˆ+ aˆaˆ†) ln[cosh(|ξ|)]} ×
× exp{1
2
(aˆ)2e−iθ tanh(|ξ|)}. (3.59)
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Substituindo este u´ltimo resultado na equac¸a˜o (3.52) obtemos o estado de va´cuo comprimido
escrito na base de nu´mero, isto e´,
|ξ〉 = 1
cosh(|ξ|)
∞∑
n=0
{
√
(2n)!
n!
[−1
2
eiθ tanh(|ξ|)]n}|2n〉. (3.60)
Enta˜o, o operador densidade para o estado de va´cuo comprimido (ρˆξ) fica
ρˆξ = |ξ〉〈ξ|. (3.61)
O estado de va´cuo comprimido foi obtido experimentalmente por volta de 1985 por Slusher
[12].
3.5 Estado Te´rmico
3.5.1 Operador Densidade do Estado Te´rmico
Como citado no inı´cio deste capı´tulo, o estado te´rmico e´ um estado de mistura da radiac¸a˜o
eletromagne´tica sendo seu operador densidade dado por
ρˆt =
∞∑
n=0
Pn|n〉〈n|. (3.62)
Para um dado sistema em equilı´brio te´rmico a uma temperatura T , a probabilidade de que um
certo modo do campo esteja excitado com n fo´tons pode ser descrita da seguinte maneira
Pn =
exp (−EnkT )∑∞
n=0
exp (−EnkT )
, (3.63)
na qualK e´ a constante de Boltzmann e En a energia do modo dada por
En = n~ω
Assim, podemos reescrever a equac¸a˜o (3.63) da seguinte forma:
Pn =
Zn∑∞
n=0
Zn
, (3.64)
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em que
Z = exp
(
−~ω
kT
)
. (3.65)
O denominador da equac¸a˜o (3.64) e´ uma se´rie geome´trica que, quando somada, resulta em
∞∑
n=0
Zn =
1
1− Z . (3.66)
Calculemos agora o nu´merome´dio de fo´tons do estado te´rmico 〈nˆ〉t. De acordo com as equac¸o˜es
(3.89) e (3.62), temos
〈nˆ〉t =
∞∑
n=0
nPn. (3.67)
Esta u´ltima equac¸a˜o, com o auxı´lio de 3.64, pode ser escrita da seguinte forma:
〈nˆ〉t = (1− Z)Z ∂
∂Z
∞∑
n=0
Zn. (3.68)
Substituindo a equac¸a˜o (3.68) e (3.67) e calculando a derivada com relac¸a˜o a Z, constatamos que o
nu´mero me´dio de fo´tons para o estado te´rmico e´ dado por
〈nˆ〉t = Z(1− Z) , (3.69)
que com o auxı´lio da equac¸a˜o (3.65) e´ equivalente a
〈nˆ〉t = {exp
(
~ω
kT
)
− 1}−1. (3.70)
Agora, isolando o termo exp ( ~ωkT ) na u´ltima equac¸a˜o e levando-o na equac¸a˜o (3.63) obtemos
Pn =
〈nˆ〉nt
(1 + 〈nˆ〉t)n+1 . (3.71)
Por fim, levando este u´ltimo resultado em (3.62) e fazendo 〈nˆ〉t = n¯, chegamos a forma final do
operador densidade para o estado te´rmico, que e´
26
CAPI´TULO 3. ESTADOS DO CAMPO LUMINOSO
ρˆt =
∞∑
n=0
n¯n
(1 + n¯)n+1
|n〉〈n|. (3.72)
3.6 Propriedades na˜o Cla´ssicas do Campo Luminoso
Para caracterizar o estado de um dado campo luminoso podemos utilizar grandezas que esta˜o
associadas a tipos particulares de medida. Nas pro´ximas sub-sec¸o˜es apresentaremos algumas
destas grandezas, as quias iremos utilizar no desenvolvimento de nosso trabalho para analisarmos
cada um dos estados condicionais de saı´da a serem obtidos. Assim, poderemos averiguar como
a transmissividade do espelho semi-transparente e o processo de medida condicional afetam tais
estados.
3.6.1 Compressa˜o do Ruı´do Quaˆntico
Em 1985, Slusher e colaboradores [12] observaram, experimentalmente, o efeito da compressa˜o
do ruı´do quaˆntico que havia sido proposto teoricamente desde 1970 [5, 15]. Para dois observa´veis
Oˆa e Oˆb em que [Oˆa, Oˆb]= i (~ = 1 ) temos, segundo o princı´pio da incerteza de Heisenberg, que
〈∆Oˆa〉〈∆Oˆb〉 ≥ 14 (3.73)
Quando um dado estado apresenta 〈∆Oˆ2a〉 < 14 ou 〈∆Oˆ2b〉 < 14 , pore´m com a relac¸a˜o de in-
certeza (3.73) mantendo-se va´lida, dizemos tratar-se de um estado comprimido. Uma possı´vel
representac¸a˜o, do estado de va´cuo comprimido, no espac¸o de fase pode ser observada na figura
3.1 atrave´s das elipses 1 e 2 que mostram a compressa˜o nas quadraturas X e Y, respectivamente.
Nela tambe´m representamos o estado de va´cuo e o estado coerente.
Ao considerarmos o campo luminoso quantizado, temos que
Eˆ = ε[aˆeiωt + aˆ†e−iωt] = 2ε[Xˆ cos(ωt) + Yˆ sin(ωt)], (3.74)
em que Xˆ e Yˆ sa˜o chamados de operadores de quadratura (isso deve-se ao fato de as func¸o˜es seno
e cosseno serem func¸o˜es em quadratura) e dados por
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Y
X
1
2
α
Figura 3.1: Estado de va´cuo (na origem), estado coerente (cı´rculo deslocado de α da origem) e estado de
va´cuo comprimido (elipses 1 e 2).
Xˆ =
aˆ+ aˆ†
2
e Yˆ =
aˆ− aˆ†
2i
, (3.75)
satisfazendo a seguinte relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[Xˆ, Yˆ ] =
i
2
. (3.76)
3.6.2 Correlac¸a˜o de 2a Ordem
Podemos escrever o campo ele´trico quantizado para um u´nico modo da seguinte forma:
Eˆ(x, t) = Eˆ(+)(x, t) + Eˆ(−)(x, t), (3.77)
na qual a parte do campo de frequeˆncia positiva, dada por
Eˆ(+)(x, t) =
√
~ω
0V
aˆ(t) sin (kx), (3.78)
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e´ responsa´vel pela absorc¸a˜o de fo´tons tendo em vista que e´ escrito em termos do operador aniquilac¸a˜o
de fo´tons aˆ. Desta forma, representamos a intensidade do campo detectado atrave´s de [13]
I = 〈Eˆ(−)(x, t)Eˆ(+)(x, t)〉. (3.79)
Desta u´ltima expressa˜o, definimos uma func¸a˜o de correlac¸a˜o de primeira ordem
g(1)(x1, t1;x2, t2) =
〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x2, t2)〉
(〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x1, t1)〉〈Eˆ(−)(x2, t2)Eˆ(+)(x2, t2)〉) 12
, (3.80)
em que as me´dias sa˜o representadas, por exemplo, por
〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x2, t2)〉 = Tr[ρˆEˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x2, t2)], (3.81)
sendo ρˆ o operador densidade que representa o estado quaˆntico em questa˜o. A equac¸a˜o (3.80)
indica a correlac¸a˜o entre os operadores do campo para diferentes pontos no espac¸o-tempo. O valor
de 〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x2, t2)〉 e´ proporcional somente a 〈aˆ†aˆ〉 e, portanto, os resultados apresentados
por um campo cla´ssico e um quaˆntico sa˜o os mesmos, ou seja, 1 ≥ g(1)(τ) ≥ 0. Tal func¸a˜o tambe´m
representa a habilidade que um feixe de luz possui em formar franjas de interfereˆncia quando
superposto com outro.
Podemos ainda analisar uma func¸a˜o de correlac¸a˜o de ordem superior tal como a de segunda
ordem. Esta indica a correlac¸a˜o entre intensidades do campo detectado. A correlac¸a˜o de segunda
ordem e´ dada por [14]
g(2)(x1t1, x2t2;x2t2, x1t1) =
〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(−)(x2, t2)Eˆ(+)(x2, t2)Eˆ(+)(x1, t1)〉
〈Eˆ(−)(x1, t1)Eˆ(+)(x1, t1)〉〈Eˆ(−)(x2, t2)Eˆ(+)(x2, t2)〉
. (3.82)
Considerando a mesma posic¸a˜o no espac¸o-tempo (x1 = x2 e τ = t1 − t2 = 0), g(2) pode ser escrita
em termos dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons como segue:
g(2) =
〈aˆ†aˆ†aˆaˆ〉
〈aˆ†aˆ〉2 . (3.83)
Os intervalos de valores assumidos por g(2) na˜o sa˜o mais os mesmos para estados cla´ssicos e
quaˆnticos [16]. Com relac¸a˜o aos estados quaˆnticos, temos que [17]:
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1 > g(2) ≥ 0. (3.84)
Portanto, se um dado estado do campo luminoso possui g(2) ≥ 1, dizemos tratar-se de um estado
cla´ssico da radiac¸a˜o eletromagne´tica. Se isso ocorre, os fo´tons do campo luminoso esta˜o agrupa-
dos, ou seja, a probabilidade de detectar um segundo fo´ton apo´s a detecc¸a˜o de um primeiro e´
grande; se g(2) < 1, dizemos que os fo´tons do campo esta˜o anti-agrupados e, portanto, a probabi-
lidade de detecc¸a˜o de um segundo fo´ton e´ pequena. Este e´ um efeito na˜o cla´ssico.
A correlac¸a˜o de segunda ordem tambe´m pode ser obtida em termos dos nu´meros me´dio e
quadra´tico me´dio de fo´tons, isto e´,
g(2) =
〈nˆ2〉 − 〈nˆ〉
〈nˆ〉2 . (3.85)
A figura 3.2, na qual τ representa o atraso entre as medidas, ilustra as treˆs situac¸o˜es possı´veis,
a linha pontilhada (g(2) > 1) foi obtida por Brown e Twiss em 1956 com luz te´rmica, a tracejada
(g(2) < 1) por Kimble com luz fluorescente emitida por um u´nico a´tomo e a linha cheia (g(2) = 1)
por Arecchi e outros com luz laser.
g(2)(τ)
τ
1
2
Figura 3.2: Correlac¸a˜o de 2a ordem para um estado cla´ssico (linha pontilhada), quaˆntico (linha tracejada) e
coerente (linha cheia).
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3.7 Ana´lise das Propriedades dos Estados
Nesta u´ltima sec¸a˜o faremos uma ana´lise das propriedades estatı´sticas dos quatro estados do
campo luminoso apresentados acima. Tal procedimento nos auxiliara´ no estudo e compreensa˜o
dos estados condicionais que sera˜o obtidos no pro´ximo capı´tulo.
3.7.1 Propriedades Estatı´sticas do Estado de Nu´mero
I - Correlac¸a˜o de 2a ordem
Para o estado de nu´mero, a partir da equac¸a˜o (3.85), obtemos a seguinte expressa˜o para a
correlac¸a˜o de 2a ordem:
g(2) = 1− 1
n
, (3.86)
sendo n o nu´mero de fo´tons do estado. Portanto, concluı´mos que, para o estado de nu´mero, g(2) e´
sempre menor que a unidade, significando que os fo´tons esta˜o mais anti-agrupados (para n > 1,
pois para n = 1 na˜o ha´ sentido falar em agrupamento de fo´tons) quanto maior for n.
II - Ruı´do nas Quadraturas
O ruı´do nas varia´veis da quadratura, para o estado de nu´mero, e´ obtido com o auxı´lio da
equac¸a˜o (3.75) e sa˜o dados por
〈∆X2〉 = 〈∆Y 2〉 = 1
16
(2n+ 1). (3.87)
Sendo assim, o estado de nu´mero na˜o apresenta o efeito de compressa˜o nas quadraturas e para o
estado de va´cuo (n = 0), a incerteza e´ mı´nima e igual a 14 .
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III - Func¸a˜o de Husimi.
A func¸a˜o de Husimi para o estado de nu´mero e´ obtida levando-se o operador densidade ρˆ =
|n〉〈n| na equac¸a˜o (1.2) e e´ dada por:
Q(β) =
1
pi
|〈n|β〉|2 = 1
pi
e−|β|
2 |β|2n
n!
. (3.88)
A figura 3.3 mostra esta func¸a˜o de quasi-probabilidade para dois casos diferentes. Nela vemos
as curvas caracterı´sticas para a func¸a˜o de Husimi para o estado de va´cuo (|0〉) representada pela
curva (a) e para o estado de um fo´ton (|1〉) representada por (b).
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Figura 3.3: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o estado de nu´mero em que: (a) n = 0 e (b) n = 1.
3.7.2 Propriedades Estatı´sticas do Estado Coerente
I - Correlac¸a˜o de 2a ordem.
Para obter a correlac¸a˜o de 2a ordem para o estado coerente e´ necessa´rio conhecer o nu´mero
me´dio de fo´tons e a variaˆncia no nu´mero de fo´tons. Por exemplo, o nu´mero me´dio de fo´tons e´
obtido via
〈nˆ〉 = Tr[nˆρˆc], (3.89)
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na qual nˆ e´ o operador nu´mero e ρˆc e´ dado pela equac¸a˜o (3.45). Portanto,
〈nˆ〉 = |α|2 (3.90)
e, de modo ana´logo,
〈nˆ2〉 = |α|4 + |α|2. (3.91)
Utilizando as duas u´ltimas equac¸o˜es, obtemos a variaˆncia no nu´mero de fo´tons
∆nˆ = |α|2. (3.92)
Desta forma, a correlac¸a˜o de 2a ordem para o estado coerente e´ independente do nu´mero me´dio
de fo´tons e e´ dada por
g(2) = 1, (3.93)
ou seja, este estado na˜o apresenta a propriedade de agrupamento e nem de anti-agrupamento de
fo´tons. Desta forma podemos dizer que o estado coerente e´ um estado que esta´ na interface das
duas situac¸o˜es. Tal estado foi obtido experimentalmente pela primeira vez na de´cada de 60 com o
advento do laser [20, 21].
II - Ruı´do nas Quadraturas.
Uma importante propriedade do estado coerente e´ que ele e´ um estado de mı´nima incerteza.
Os operadores aˆ e aˆ† relacionam-se com Xˆ e Yˆ (operadores de quadratura) da forma mostrada em
(3.75). A partir disto, podemos fazer o produto entre as variaˆncias das quadraturas, obtendo como
resultado
〈∆Xˆ〉〈∆Yˆ 〉 = 1
4
. (3.94)
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III - Func¸a˜o de Husimi
A figura 3.4 mostra a func¸a˜o de Husimi para o estado coerente |α〉 dada por
Q(β) =
1
pi
|〈β|α〉|2 = 1
pi
e−|α−β|
2
, (3.95)
onde fizemos α = 3.
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Figura 3.4: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o estado coerente com α = 3.
Vemos enta˜o que, neste caso, o pico esta´ centrado no ponto em que Re(β) = 3 e Im(β) = 0.
3.7.3 Propriedades Estatı´sticas do Estado de Va´cuo Comprimido
I - Correlac¸a˜o de 2a Ordem.
O nu´mero me´dio de fo´tons para o estado de va´cuo comprimido e´ dado por
〈nˆ〉ξ = 〈ξ|nˆ|ξ〉, (3.96)
na qual nˆ e´ o operador de nu´mero e |ξ〉 e´ dado pela equac¸a˜o (3.52).
Utilizando as equac¸o˜es (3.53) e (3.55), apo´s um pouco de a´lgebra, concluı´mos que o nu´mero
me´dio e o nu´mero me´dio quadra´tico de fo´tons sa˜o dados, respectivamente, por
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〈nˆ〉ξ = sinh2(|ξ|) e 〈nˆ2〉ξ = sinh2(|ξ|)[3 sinh2(|ξ|) + 2]. (3.97)
Sendo assim, obtemos
〈 ∆nˆ2〉ξ = 2 sinh2(|ξ|) cosh2(|ξ|). (3.98)
E a correlac¸a˜o de segunda ordem para o estado de va´cuo comprimido fica
g(2)ξ = 3 +
1
sinh2(|ξ|) . (3.99)
Analisando a u´ltima equac¸a˜o, vemos que a correlac¸a˜o de segunda ordem para o estado com-
primido e´ sempre maior que a unidade (g(2)ξ ≥ 3), independente do valor de ξ (ver figura 3.5).
Quando o paraˆmetro de compressa˜o tende a zero (|ξ| → 0), a correlac¸a˜o de segunda ordem torna-
se infinitamente grande (g(2)ξ →∞) e isto e´ uma caracterı´stica do estado de va´cuo.
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Figura 3.5: g(2) versus |ξ| para o estado de va´cuo comprimido.
De fato, tomarmos tal limite para ξ e´ equivalente a incidirmos sobre a porta 2 o estado de
va´cuo. Quando estudamos esta func¸a˜o para grandes valores de ξ, ou seja, tomamos o limite em
que o paraˆmetro de compressa˜o tende a infinito (|ξ| → ∞), verificamos que g(2)ξ → 3, portanto o
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estado de va´cuo comprimido apresenta um valor para correlac¸a˜o de segunda ordem maior que o
obtido para o estado de va´cuo.
II - Compressa˜o do Ruı´do Quaˆntico
Esta e´ a mais interessante das propriedades do estado de va´cuo comprimido. Das equac¸o˜es
(3.60) e (3.61) obte´m-se as expresso˜es das variaˆncias para cada uma das quadraturas, isto e´,
〈∆Xˆ2〉 = 1
4
{e−2|ξ| cos2(θ
2
) + e2|ξ| sin2(
θ
2
)} (3.100)
e
〈∆Yˆ 2〉 = 1
4
{e−2|ξ| sin2(θ
2
) + e2|ξ| cos2(
θ
2
)}. (3.101)
Assim, quando |ξ| = 0, ou seja, o estado de entrada na porta dois e´ simplesmente o estado de
va´cuo, temos que 〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉 = 14 , que e´ justamente o valor da variaˆncia para tal estado. A
figura 3.6 mostra a variaˆncia nas quadraturas para o va´cuo comprimido no espac¸o de fase.
〈∆Yˆ 2〉 12
〈∆Xˆ2〉 12
1
2e
−ξ
θ
2
1
2e
−ξ
X
Y
Figura 3.6: Elipse de incerteza para o estado de va´cuo comprimido.
O produto de incerteza para o estado comprimido pode ser obtido atrave´s das equac¸o˜es (3.100)
e (3.101) e e´ dado por
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〈∆Xˆ2〉〈∆Yˆ 2〉 = 1
16
[cosh2(2|ξ|) sin2(θ) + cos2(θ)]. (3.102)
III - Func¸a˜o de Husimi
A func¸a˜o de Husimi para o estado de va´cuo comprimido, cujo operador densidade e´ dado pela
equac¸a˜o (3.61), e´ dada pela seguinte expressa˜o
Q(β) =
1
pi cosh2(|ξ|) exp{−[1 + tanh(|ξ|) cos(θ − 2φ)]|β|
2} (3.103)
onde
β = |β|eiφ (3.104)
e
φ = arctan(
Im(β)
Re(β)
). (3.105)
A figura 3.7 mostra a func¸a˜o de Husimi para tal estado.
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Figura 3.7: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o estado de va´cuo comprimido com |ξ| = 1 e θ2 = 0.
Nela apresentamos o caso em que o paraˆmetro de compressa˜o e´ igual a unidade (|ξ| = 1), com um
aˆngulo de compressa˜o θ2 de 0
o. Nitidamente notamos uma compressa˜o ao longo do eixo Re(β) e
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uma consequente expansa˜o ao longo de Im(β).
3.7.4 Propriedades Estatı´sticas do Estado Te´rmico
I - Correlac¸a˜o de 2a Ordem.
O nu´mero me´dio quadra´tico de fo´tons para o estado te´rmico pode ser expresso em termos do
nu´mero me´dio de fo´tons como segue [25]:
〈nˆ2〉t = 2〈nˆ〉2t + 〈nˆ〉t. (3.106)
Portanto, a flutuac¸a˜o no nu´mero de fo´tons para o estado te´rmico, em termos do nu´mero me´dio de
fo´tons, fica
〈∆nˆ2〉t = 〈nˆ〉t(1 + 〈nˆ〉t). (3.107)
Com este resultado obtemos a correlac¸a˜o de segunda ordem para o estado de nu´mero, isto e´
g(2) = 2. (3.108)
Logo o estado te´rmico apresenta agrupamento de fo´tons como ja´ era previsto na ana´lise da figura
3.2 e, por isso, tal estado e´ conhecido como o “mais cla´ssico”dos campos luminosos.
II - Ruı´do nas Quadraturas.
O ruı´do nas quadraturas para o estado te´rmico e´ expresso por [25]:
〈∆Xˆ2〉t = 〈∆Yˆ 2〉t = 2n¯+ 14 . (3.109)
Como vemos, o estado te´rmico na˜o apresenta nenhuma forma de compressa˜o nas quadraturas, ou
seja, possui ruı´dos iguais nas duas quadraturas. Para n¯ > 0, a variaˆncia sempre sera´ maior que 14 .
Pore´m, se n¯ = 0 obtemos o produto de mı´nima incerteza (14 ). Tal resultado pode ser observado na
figura 3.8.
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Figura 3.8: 〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉 versus n¯ para o estado te´rmico.
III - Func¸a˜o de Husimi
A func¸a˜o de Husimi para o estado te´rmico e´ dada pela seguinte expressa˜o
Q(β) =
1
pi (1 + n¯)
exp(− |β|
2
1 + n¯
) (3.110)
e pode ser observada na figura 3.9, que ilustra tal func¸a˜o para o caso em que n¯ = 2.
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Figura 3.9: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o estado te´rmico com n¯ = 2.
Comparando com a func¸a˜o de Husimi obtida para o estado coerente, vemos que esta possui um
valor ma´ximo inferior (mais achatada) ao obtido anteriormente, pore´m possui ruı´dos nas quadra-
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turas com amplitudes maiores que os observados para o estado coerente, ou seja, o estado te´rmico,
com n¯ 6= 0, na˜o e´ um estado de mı´nima incerteza.
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Transformac¸a˜o do Estado Te´rmico -
Mistura com o Estado de Va´cuo
Para ilustrar a ac¸a˜o do EST sobre os modos dos campos incidentes consideremos, como exem-
plo, um caso ja´ explorado por M. Ban [26] em que pela porta de entrada 1 incidimos um campo
no estado te´rmico e sobre a porta de entrada 2 o estado de va´cuo. Os operadores densidade que
representam tais estados sa˜o, respectivamente
ρˆt =
∞∑
n=0
Pn|n〉〈n| (4.1)
em que Pn e´ dada por (3.71) e
ρˆv = |0〉〈0|. (4.2)
Como citado anteriormente, ao “misturarmos”dois estados no EST, obtemos um operador den-
sidade que representa o estado de saı´da (ρˆt+v) dado por 1
1O processo de obtenc¸a˜o de tal operador densidade, que representa o estado de saı´da, sera´ apresentado com detalhes
no capı´tulo 5.
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ρˆt+v =
∞∑
n=0
n∑
r=0
n∑
s=0
(−η)r+sPnT nn!√
r!s!(n− r)!(n− s)! |n− r〉〈n− s| ⊗ |r〉〈s|, (4.3)
nos quais T e´ a transmissividade do EST e η =
√
1−T
T .
Suponhamos agora que o detector, representado na figura 1.1, detecte m fo´tons no modo de
saı´da 2. O operador que representa tal detecc¸a˜o e´ dado pela equac¸a˜o (2.45) [11]. Desse modo, o
operador densidade do estado condicional de saı´da tem a seguinte forma
ρˆcd =
η2m
∆m
∞∑
n=m
PnT
nn!
(n−m)! |n−m〉〈n−m|, (4.4)
sendo ∆m uma normalizac¸a˜o que surge do processo de medida condicional e e´ dada por
∆m = η2m
∞∑
n=m
PnT
nn!
(n−m)! . (4.5)
4.1 Propriedades do Estado Condicional
Agora fac¸amos uma ana´lise da influeˆncia da transmissividade (T ) do EST e do nu´mero de
fo´tons detectados na porta de saı´da 2 (m) sobre as propriedades estatı´sticas do estado condicional
de saı´da (ECSt+v).
4.1.1 Correlac¸a˜o de 2a Ordem
Os nu´meros me´dio e quadra´tico me´dio de fo´tons para o estado condicional em questa˜o sa˜o
dados, respectivamente, por
〈nˆ〉 = Tr[nˆρˆcd] (4.6)
e
〈nˆ2〉 = Tr[nˆ2ρˆcd] (4.7)
que levados a` equac¸a˜o (3.85) fornecem a correlac¸a˜o de segunda ordem para o ECSt+v dada por
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g(2) =
m+ 2
m+ 1
. (4.8)
Portanto, a correlac¸a˜o de 2a ordem sera´ sempre maior que a unidade, mostrando que o estado
condicional de saı´da apresenta agrupamento de fo´tons (“bunching”). Ale´m disso, ela independe
da transmissividade do EST dependendo apenas do nu´mero de fo´tons medidos m. O comporta-
mento de g(2) em func¸a˜o dem, para o ECSt+v, pose ser observado na figura 4.1.
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Figura 4.1: g(2) versusm para o ECSt+v com n¯ = 2 .
Param = 0, verificamos que a correlac¸a˜o de segunda ordem assume o valor caracterı´stico para
o estado te´rmico (g(2) = 2) e com o aumento do nu´mero de fo´tons detectados tal func¸a˜o apresenta
valores que se aproximam do referente ao estado coerente (g(2) = 1). Notamos enta˜o a influeˆncia
da medida condicional no estado de saı´da que, neste caso, faz com que a correlac¸a˜o de segunda
ordem diminua com o aumento do nu´mero de fo´tons detectados na porta de saı´da 2.
4.1.2 Variaˆncia nas Quadraturas
O ruı´do nas varia´veis da quadratura para o ECSt+v e´ igual para as duas quadraturas, ou seja,
〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉 e sa˜o dados por
〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉 = η
2m
∆m
∞∑
n=m
T nPnn!
(n−m)! (n−m+
1
2
), (4.9)
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na qual∆m e´ dado por (4.5). A figura 4.2 mostra as variaˆncias em func¸a˜o da transmissividade para
dois diferentes valores dem.
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Figura 4.2: 〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉 versus T param = 0 (linha contı´nua) em = 1 (linha tracejada).
Verificamos que, com o aumento da transmissividade o estado condicional sofre maior in-
flueˆncia do estado te´rmico, de modo que quando T = 1 e m = 0 obtemos as variaˆncias corres-
pondentes a este estado. O mesmo na˜o acontece quando m 6= 0 evidenciando a influeˆncia da
medida condicional no estado de saı´da. Pore´m, quando analisamos a situac¸a˜o em que T = 0,
ou seja, mı´nima influeˆncia do estado te´rmico, obtemos as variaˆncias do estado de va´cuo indepen-
dentemente do valor de m. O fato de 〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉 implica que o estado de va´cuo comunica,
de forma igual para as dua quadraturas, alterac¸o˜es nos elementos fora da diagonal do operador
densidade que representa o estado te´rmico.
4.1.3 Func¸a˜o de Husimi
Sendo β uma amplitude coerente e ∆m dado por (4.5), a func¸a˜o de Husimi para o ECSt+v e´
dada por
Qm(β) =
e−|β|
2 |β|−2mη2m
pi∆m
∞∑
n=m
PnT
n|β|2nn!
[(n−m)!]2 . (4.10)
Plotando a func¸a˜o de Husimi para diferentes nu´meros de fo´tons detectados na porta de saı´da 2,
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verificamos que o valor ma´ximo decresce e a largura aumenta com o aumento de m. Para m = 0,
suas caracterı´stica sa˜o pro´ximas das do estado de va´cuo e sem ≥ 1, ela apresenta uma configurac¸a˜o
mais pro´xima do estado te´rmico, como pode ser observado na figura 4.3.
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Figura 4.3: Qm(β) versus Re(β) e Im(β) para o ECSt+v com T = 0.5, n¯ = 2 e (a) m = 0, (b) m = 1 e (c)
m = 2.
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Transformac¸a˜o do Estado Te´rmico -
Mistura com outros Estados
Neste capı´tulo, obtemos os estados condicionais de saı´da para outras combinac¸o˜es de estados
de entrada e fazemos a ana´lise de algumas propriedades estatı´sticas dosmesmos. Iniciamos nossos
ca´lculos colocando na porta de entrada 1 o estado te´rmico e na porta 2 um campo num estado
gene´rico descrito pelo operador densidade ρˆgen. Investigaremos como o estado condicional de
saı´da se comporta para diferentes estados de entrada, dentre os quais o estado de nu´mero, o estado
coerente e o estado de va´cuo comprimido.
5.1 Estado Te´rmico e Estado Gene´rico
O operador densidade que representa os dois modos de entrada quando, pela porta 1, fazemos
incidir o estado te´rmico (ρˆt) e na 2 um campo num estado gene´rico (ρˆgen), sera´ considerado um
estado do tipo produto dado por
ρˆin = ρˆt ⊗ ρˆgen (5.1)
onde ρˆt e´ dado pela equac¸a˜o (3.72).
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O operador densidade dado pela equac¸a˜o (5.1) representa um estado de entrada diferente dos
encontrados na literatura em que, na porta de entrada 2, considera-se apenas o estado de va´cuo.
Uma vez conhecido tal operador densidade, podemos utilizar a equac¸a˜o (2.43) que, juntamente
com (2.41), permite-nos obter o operador densidade que representa o estado total de saı´da, isto e´,
ρˆout = (eηLˆ−T Lˆ0e−ηLˆ+)ρˆin(e−ηLˆ−T Lˆ0eηLˆ+), (5.2)
sendo Lˆ0, Lˆ+ e Lˆ− dados, respectivamente, pelas equac¸o˜es (2.24), (2.37) e (2.38).
Apo´s um pouco de a´lgebra envolvendo os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons obte-
mos
ρˆout =
∞∑
n,i,j=0
n+i∑
r=0
n+j∑
s=0
(−1)r+sηi+j+r+sT i+j2 +n(n+ i)!(n+ j)!Pn
i!j!n!r!s!
√
(n+ i− r)!(n+ j − s)! ×
×{|n+ i− r〉〈n+ j − s| ⊗ (aˆ†2)r T−
nˆ2
2 aˆi2 ρˆgen (aˆ
†
2)
j T−
nˆ2
2 aˆs2} (5.3)
na qual Pn e´ dado pela equac¸a˜o (3.71), η por (3.54) e o sub-indı´ce 2 denota os operadores que atuam
apenas no modo de entrada da porta 2.
Portanto, temos um operador densidade que representa o estado do campo total de saı´da
(modo 1 + modo 2) em func¸a˜o de ρˆgen. Agora, particularizaremos o estado representado por ρˆgen e,
apo´s realizar a medida condicional, obtemos o operador densidade referente ao estado condicional
de saı´da (ECS).
5.2 Estado Te´rmico e Coerente
Fac¸amos a substituic¸a˜o de ρˆgen, na equac¸a˜o (5.3), pelo operador densidade que representa o
estado coerente dado por (3.45), ou seja, na porta de entrada 1 do EST incidimos o campo no estado
te´rmico e na porta 2 o campo preparado num estado coerente |α〉. Assim obtemos o operador
densidade que segue
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ρˆt+c = e−|α|
2
∞∑
i,j,k,l,n=0
n+i∑
r=0
n+j∑
s=0
(−1)r+s(η)r+s+i+jT i+j−l−k2 +nαi+l(n+ i)!(n+ j)!
i!j!k!l!n!r!s!
√
(n+ i− r)!(n+ j − s)! ×
×(α∗)j+kPn
√
(l + r)!(k + s)! {|n+ i− r〉〈n+ j − s| ⊗ |l + r〉〈k + s|} (5.4)
Note que o operador densidade (5.4) ainda na˜o representa o estado condicional de saı´da (ECSt+c).
Para tal, devemos fazer a medida condicional na porta de saı´da 2. Fazendo isso, “colapsamos” o
estado total de saı´da para um estado particular referente apenas a` porta de saı´da 1.
O operador que representa a medida realizada pelo fotodetector (m fo´tons), no modo de saı´da
2, e´ dado por (2.45) e, de acordo com o processo de medida condicional discutido no capı´tulo 2, o
operador densidade que representa o ECSt+c e´ dado por
ρˆcdt+c =
Tr2{ρˆt+c[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
Tr1,2{ρˆt+c[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
. (5.5)
Substituindo a equac¸a˜o (5.4) em (5.5) apo´s um pouco de a´lgebra, obtemos o ECSt+c cuja ex-
pressa˜o e´
ρˆcdt+c =
1
∆t+c
∞∑
i,j,n=0
{n+i,m}∑
r=0
{n+j,m}∑
s=0
Dt+c|n+ i− r〉〈n+ j − s|, (5.6)
na qual {a, b} denota o menor nu´mero inteiro entre a e b e comDt+c e∆t+c dados, respectivamente,
por
Dt+c = e−|α|
2 (−1)r+s(η)r+s+i+jT i+j+r+s2 +n−mαi+m−r(α∗)j+m−s(n+ i)!(n+ j)!Pnm!
i!j!n!r!s!(m− r)!(m− s)!√(n+ i− r)!(n+ j − s)! (5.7)
e
∆t+c =
∞∑
j,n=0
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s
(−1)i−jη2(i+s)T n+i+s−m(n+ i)!(n+ j)!|α|2(m+j−s)Pnm!
i!j!n!s!(i− j + s)!(m− i+ j − s)!(m− s)!(n+ j − s)! (5.8)
Propriedades Estatı´sticas do ECSt+c
Faremos agora a ana´lise de algumas das propriedades estatı´sticas do ECSt+c. Para isso, usare-
mos o operador densidade dado pela equac¸a˜o (5.6) que representa tal estado. Veremos enta˜o como
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e´ que a transmissividade do EST, o nu´mero me´dio de fo´tons do estado que incide sobre a porta 2 e
o nu´mero de fo´tons detectados no modo de saı´da 2, influenciam na correlac¸a˜o de segunda ordem,
no ruı´do das quadraturas e na func¸a˜o de Husimi.
5.2.1 Correlac¸a˜o de 2a Ordem para o ECSt+c
A correlac¸a˜o de segunda ordem, em func¸a˜o da transmissividade (T ) do EST, e´ obtida
atrave´s da seguinte expressa˜o
g(2)(T ) =
〈nˆ2〉 − 〈nˆ〉
〈nˆ〉2 (5.9)
na qual
〈nˆ〉 = 1
∆t+c
∞∑
j,n=0
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s
Ecoe(n+ j − s) (5.10)
e
〈nˆ2〉 = 1
∆t+c
∞∑
j,n=0
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s
Ecoe(n+ j − s)2 (5.11)
com ∆t+c dado por 5.8 e
Ecoe = e−|α|
2 (−1)i−jη2(i+s)T n+i+s−m|α|2(j+m−s)Pnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s)!(m+ j − i− s)!(i+ s− j)! . (5.12)
Primeiramente analisamos a influeˆncia da medida condicional sobre o ECSt+c fixando a am-
plitude do campo coerente (|α|2) e variando o nu´mero de fo´tons medidos (m) no modo de saı´da 2.
O resultado pode ser observado na figura 5.1 que mostra a correlac¸a˜o de segunda ordem para treˆs
diferentes valores dem. Verifica-se que para quaisquer que sejam os valores dem e de T , oECSt+c
apresenta agrupamento de fo´tons (bunching) indicando ser o estado condicional de saı´da um es-
tado com caracterı´sticas cla´ssicas, pois sempre g(2) > 1. Observamos ainda, que quanto maior m
a correlac¸a˜o aumenta mais acentuadamente com o aumento de T , mostrando que o ECSt+c, para
maiores valores dem, aproxima-se mais de um estado cla´ssico para menores valores de T .
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Figura 5.1: g(2) versus T com |α|2 = 0.25 e m = 0 (linha contı´nua), m = 1 (linha pontilhada) e m = 2 (linha
tracejada).
A correlac¸a˜o de segunda ordem tambe´m depende da amplitude do estado coerente, conforme
pode ser observado na figura 5.2. Nesta situac¸a˜o, percebemos que aumentando a amplitude do es-
tado coerente o ECSt+c apresenta correlac¸a˜o de segunda ordem caracterı´stica de um estado quasi-
cla´ssico (estado coerente). Vemos enta˜o que o aumento da amplitude do estado coerente faz com
que este tenha uma participac¸a˜o mais efetiva no ECSt+c.
0 0.25 0.5 0.75 11
1.5
2
T
g(2)(T )
Figura 5.2: g(2) versus T comm = 1 para |α|2 = 0.25 (linha contı´nua) e |α|2 = 9 (linha pontilhada).
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5.2.2 Ruı´do nas Quadraturas para o ECSt+c
Vejamos agora o que ocorre com o ruı´do nas varia´veis das quadraturas, em func¸a˜o da trans-
missividade do EST. As variaˆncias nas quadraturas X e Y sa˜o dadas, respectivamente, por
〈∆Xˆ2〉 = 〈Xˆ2〉 − 〈Xˆ〉2 (5.13)
e
〈∆Yˆ 2〉 = 〈Yˆ 2〉 − 〈Yˆ 〉2 (5.14)
nas quais
〈Xˆ〉 = 1
2∆t+c
∞∑
j,n=0
{
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s+1
F (1)coe +
{n+j+1,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s−m
F (2)coe}, (5.15)
〈Xˆ2〉 = 1
4∆t+c
∞∑
j,n=0
{
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s+2
F (3)coe +
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s
F (4)coe +
{n+j−2,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s−2
F (5)coe}, (5.16)
〈Yˆ 〉 = 1
2i∆t+c
∞∑
j,n=0
{
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s+1
F (1)coe −
{n+j+1,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s−m
F (2)coe} (5.17)
e
〈Yˆ 2〉 = 1
4∆t+c
∞∑
j,n=0
{−
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s+2
F (3)coe +
{n+j,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s
F (4)coe −
{n+j−2,m}∑
s=0
∞∑
i=j−s−2
F (5)coe} (5.18)
sendo ∆t+c dado por (5.8)
F (1)coe = e
−|α|2 (−1)i−j−1η2(i+s)−1T n+i+s−m−0.5|α|2(j+m−s)αPnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s)!(m+ j − i− s+ 1)!(i+ s− j − 1)! , (5.19)
F (2)coe = e
−|α|2 (−1)i−j+1η2(i+s)+1T n+i+s−m+0.5|α|2(j+m−s)α−1Pnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s+ 1)!(m+ j − i− s− 1)!(i+ s− j + 1)! , (5.20)
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F (3)coe = e
−|α|2 (−1)i−jη2(i+s−1)T n+i+s−m−1|α|2(j+m−s)α2Pnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s)!(m+ j − i− s+ 2)!(i+ s− j − 2)! , (5.21)
F (4)coe = e
−|α|2 (−1)i−jη2(i+s)T n+i+s−m|α|2(j+m−s)Pnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s)!(m+ j − i− s)!(i+ s− j)! (5.22)
e
F (5)coe = e
−|α|2 (−1)i−jη2(i+s+1)T n+i+s−m+1|α|2(j+m−s)α−2Pnm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!s!(m− s)!(n+ j − s− 2)!(m+ j − i− s+−)!(i+ s− j + 2)! . (5.23)
Assim como fizemos na sub-sec¸a˜o anterior, iniciaremos a ana´lise mantendo a amplitude do
estado coerente fixa, para estudarmos a influeˆncia da medida condicional na variaˆncia nas quadra-
turas. A figura 5.3 mostra o comportamento do ruı´do nas quadraturas para esta situac¸a˜o.
〈∆Xˆ2〉
e
〈∆Yˆ 2〉
(a)
T
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e
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(b)
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e
〈∆Yˆ 2〉
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Figura 5.3: 〈∆Xˆ2〉 (linha cheia) e 〈∆Yˆ 2〉 (linha tracejada) para o ECSt+c versus T considerando os casos em
que (a) m = 0, (b) m = 1 e (c) m = 2 com |α|2 = 0.25 fixo e (d) em quem = 1 e |α|2 = 9.
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Para qualquer valor de m o ECSt+c mostra uma assimetria entre os ruı´dos nas quadraturas.
Isto indica que ocorrem alterac¸o˜es em sua coereˆncia durante o processo de obtenc¸a˜o do mesmo, ou
seja, o campo coerente transfere coereˆncia ao ECSt+c, modificando assim os elementos de ρˆcdt+c que
se encontram fora da diagonal.
Com o aumento de m, tal transfereˆncia de coereˆncia se da´ de uma maneira mais acentuada,
como se pode notar quando comparamos os treˆs primeiros pares de curvas. Para valores elevados
de T (≈ 0.85) essa assimetria e´ nitidamente maior para o caso em quem = 2. Nas situac¸o˜es em que
m 6= 0 (curvas (b) e (c)) ocorre, para um determinado valor de T , uma inversa˜o nessa assimetria.
A amplitude do estado coerente possui forte influeˆncia sobre o estado condicional. Isso pode
ser observado quando compara-se as curvas (b) e (d) na figura 5.3. Para uma amplitude grande
(|α|2 = 9), oECSt+c possui uma diferenc¸a nos ruı´dos das quadraturas bemmaior quando compara-
se com o caso em que a amplitude e´ menor, curva (b).
5.2.3 Func¸a˜o de Husimi para o ECSt+c
Vejamos agora como se comporta, em func¸a˜o dos paraˆmetros considerados acima, a func¸a˜o
de Husimi. Isto permite-nos apreciar, com maior grau de acuidade, as caracterı´sticas do estado
condicional (ECSt+c) que o sistema EST +medida condicional esta´ nos fornecendo.
Substituindo a equac¸a˜o (5.6) em (1.2) obtemos a func¸a˜o Husimi para o ECSt+c,
Q(β) =
e−|β|
2
pi∆t+c
∞∑
i,j,n=0
{n+i,m}∑
r=0
{n+j,m}∑
s=0
Gcoe, (5.24)
na qual o fator Gcoe e´ dado por
Gcoe =
(−1)r+sηi+j+r+s(αβ∗)i−r(α∗β)j−s|α|2m|β|2nPnT i+j+r+s2 +n−mm!(n+ i)!(n+ j)!
i!j!n!r!s!(m− r)!(m− s)!(n+ i− r)!(n+ j − s)! . (5.25)
Iniciemos nossa ana´lise estudando a influeˆncia da transmissividade do EST na func¸a˜o Q(β).
A figura 5.4 mostra as curvas para treˆs diferentes valores de T , sendo que a amplitude do estado
coerente e o nu´mero de fo´tons detectados na porta 2 sa˜o fixos.
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Figura 5.4: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para os casos em que (a) T = 0.2, (b) T = 0.5 e (c) T = 0.9 com
m = 1 e |α|2 = 0.25 fixos.
Com o aumento da transmissividade, a func¸a˜o de Husimi aproxima-se do estado te´rmico apre-
sentando uma amplitude menor e ficando mais larga. Para valores pequenos de T , curva (a), esta
tende a` forma caracterı´stica do estado coerente.
Por outro lado, analisando a func¸a˜o de Husimi para diferentes valores do nu´mero de fo´tons
medidos (m) no modo de saı´da 2, a mesma apresenta uma forma que mais se aproxima de um
estado coerente quando m = 0 e com o aumento deste, como pode ser observado na figura 5.5
gra´ficos (b) e (c), a func¸a˜o evidencia que o estado condicional tende para algo caracterı´stico ao
estado te´rmico.
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Figura 5.5: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para: (a) m = 0, (b) m = 1 e (c) m = 2 com |α|2 = 0.25 e T = 0.5
fixos.
Por fim, analisemos a func¸a˜o Q(β) em termos da amplitude do campo coerente de entrada
(|α|2). Neste caso, podemos notar com maior clareza a influeˆncia do campo coerente no ECSt+c.
Atrave´s da figura 5.6 constatamos que, para (b) em que |α|2 = 9, o deslocamento do pico com
relac¸a˜o a origem e´ bem mais sensı´vel quando comparado com o da figura (a) em que |α|2 = 0.25.
Isso, novamente, vem do fato de que o estado coerente, na situac¸a˜o (b), apresenta maior influeˆncia
no estado condicional quando comparado ao caso (a).
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Figura 5.6: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para os casos em que (a) |α|2 = 0.25 e (b) |α|2 = 9 com m = 1 e
T = 0.5 fixos.
5.3 Estado Te´rmico e Va´cuo Comprimido
Vejamos agora o ECSt+cmp para o caso em que incidimos o estado de va´cuo comprimido pela
porta de entrada 2. Para isso, fac¸amos a substituic¸a˜o de ρˆgen na equac¸a˜o (5.3) pelo operador densi-
dade (3.61). Feito isso, apo´s um pouco de a´lgebra com os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de
fo´tons no modo referente ao va´cuo comprimido, obtemos o operador densidade que representa o
estado total de saı´da (modo 1 + modo 2)
ρˆt+cmp =
∞∑
i,j,n=0
n+i∑
r=0
n+j∑
s=0
∞∑
l=[ i+12 ]
∞∑
k=[
j+1
2 ]
Ecmp{|n+ i− r〉〈n+ j − s| ⊗ |2l + r − i〉〈2k + s− j|} (5.26)
no qual [a] indica o maior inteiro menor que a e Ecmp e´ dado por
Ecmp =
(−η)r+sAl,k(ηT )i+jT n(n+ i)!(n+ j)!Pn
√
(2l + r − i)!(2k + s− j)!
i!j!n!r!s!(2l − i)!(2k − j)!√(n+ i− r)!(n+ j − s)! (5.27)
e
A(l, k) =
(2l)!(2k)!eiθ(l−k)
l!k! cosh2(|ξ|) (
tanh(|ξ|)
2T
)l+k. (5.28)
56
CAPI´TULO 5. TRANSFORMAC¸A˜O DO ESTADO TE´RMICO - MISTURA COMOUTROS ESTADOS
Sendo assim, para se obter o ECSt+cmp basta fazermos a medida condicional no modo de saı´da
2 como segue
ρˆcdt+cmp =
Tr2{ρˆt+cmp[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
Tr1,2{ρˆt+cmp[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
(5.29)
na qual o operador de medida Πˆ2(m) e´ dado pela equac¸a˜o (2.45). Substituindo a equac¸a˜o (5.26)
na u´ltima expressa˜o, encontramos o operador densidade que representa o estado condicional de
saı´da quando, pela porta 2, fazemos incidir o estado de va´cuo comprimido (ECSt+cmp), isto e´,
ρˆcdt+cmp =
1
∆t+cmp
∞∑
i,j,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
[
m+j
2 ]∑
k=[
j+1
2 ]
(−1)i+jAl,kη2(i+j+m−l−k)T i+j+n−l−kPn
i!j!n!(m+ i− 2l)!(m+ j − 2k)! ×
× (n+ i)!(n+ j)!m!√
(2l + n−m)!(2k + n−m)! |2l + n−m〉〈2k + n−m| (5.30)
na qual ∆t+cmp e´ dado por
∆t+cmp =
∞∑
i,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
Al,lη
2(2i+m−2l)T 2i+n−2lPn((n+ i)!)2m!
(i!)2n!((m+ i− 2l)!)2((2l − i)!)2(2l + n−m)! (5.31)
e o coeficiente Al,l e´ obtido da equac¸a˜o (5.28) fazendo-se k = l.
Propriedades Estatı´sticas do ECSt+cmp (ρˆcdt+cmp)
Seguiremos a mesma ordem e sistema´tica utilizada para analisar as propriedades estatı´sticas
do estado condicional anterior. Portanto, analisemos como a correlac¸a˜o de 2a ordem se comporta.
5.3.1 Correlac¸a˜o de 2a Ordem para o ESCt+cmp
Para o ECSt+cmp o nu´mero me´dio e o nu´mero quadra´tico me´dio de fo´tons sa˜o dados, respecti-
vamente, por
〈nˆ〉 = 1
∆t+cmp
∞∑
i,j,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
Ecmp(2l + n−m) (5.32)
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e
〈nˆ2〉 = 1
∆t+cmp
∞∑
i,j,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
Ecmp(2l + n−m)2, (5.33)
onde Ecmp e´ dado por (5.27). Levando estes dois u´ltimos resultados na equac¸a˜o (5.9) obtemos a
correlac¸a˜o de segunda ordem para o ECSt+cmp, graficamente representada na figura 5.7.
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Figura 5.7: g(2) verus T para o ECSt+cmp com θ = 0 e |ξ| = 1 fixos, considerando os casos (a) m = 0,
(b) m = 1 e (c) m = 2.
Analisando tal func¸a˜o, observamos que o ESCt+cmp sempre apresenta as caracterı´sticas de um
estado cla´ssico da radiac¸a˜o eletromagne´tica pois, para qualquer valor dem e da transmissividade
do EST, observamos a propriedade de agrupamento de fo´tons, pois g(2) > 1, e esta e´ uma carac-
terı´stica apresentada apenas por estados cla´ssicos (te´rmico por exemplo). Isso ocorre mesmo sendo
o estado de va´cuo comprimido um estado na˜o-cla´ssico da radiac¸a˜o. Isto revela a forte participac¸a˜o
do estado te´rmico e tambe´m a influeˆncia da medida condicional como pode ser observado na
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figura 5.7 pois, para diferentes valores de m, obtemos diferentes comportamentos para correlac¸a˜o
de segunda ordem.
5.3.2 Ruı´do nas quadraturas para o ECSt+cmp
Analisaremos agora o ruı´do nas varia´veis das quadraturas para o ECSt+cmp. Este e´ um ponto
muito interessante ja´ que, ao contra´rio do outro caso analisado anteriormente, o estado de entrada
da porta 2 e´ um estado que ja´ apresenta compressa˜o nas varia´veis das quadraturas, ou seja, possui
uma assimetria no ruı´do das quadraturas (〈∆Xˆ2〉 6= 〈∆Yˆ 2〉).
As variaˆncias nas quadraturas X e Y para o ECSt+cmp sa˜o dadas, respectivamente, por
〈∆Xˆ2〉 = 1
4∆t+cmp
{
∞∑
n=0
∞∑
i=2
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
F (1)cmp +
∞∑
i,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
(F (2)cmp + F
(3)
cmp + F
(4)
cmp)} (5.34)
e
〈∆Yˆ 2〉 = 1
4∆t+cmp
{−
∞∑
n=0
∞∑
i=2
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
F (1)cmp +
∞∑
i,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
(F (2)cmp + F
(3)
cmp − F (4)cmp)} (5.35)
nas quais
F (1)cmp =
Al,l−1(η)2(2i+m−2l−1)T 2i+n−2l−1(n+ i)!(n+ i− 2)!Pnm!
i!(i− 2)!n!((m+ i− 2l)!)2((2l − i)!)2(2l + n−m− 2)! (5.36)
F (2)cmp =
Al,lη
2(2i+m−2l)T 2i+n−2lPn((n+ i)!)2m!(2l + n−m+ 1)!
(i!)2n!((m+ i− 2l)!)2((2l − i)!)2(2l + n−m)! (5.37)
F (3)cmp =
Al,lη
2(2i+m−2l)T 2i+n−2lPn((n+ i)!)2m!(2l + n−m)!
(i!)2n!((m+ i− 2l)!)2((2l − i)!)2(2l + n−m)! (5.38)
F (4)cmp =
Al,l+1(η)2(2i+m−2l+1)T 2i+n−2l+1(n+ i)!(n+ i+ 2)!Pnm!
i!(i+ 2)!n!((m+ i− 2l)!)2((2l − i)!)2(2l + n−m)! (5.39)
onde o coeficiente Al,l−1, Al,l e Al,l+1 sa˜o obtidos a partir da equac¸a˜o (5.28).
A figura 5.8 mostra 〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉 para o caso em que θ = 0 e |ξ| = 1 (fixos) com diferentes
valores param.
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Figura 5.8: 〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉 versus T para o ECSt+cmp com θ = 0 e |ξ| = 1 fixos, considerando os casos
(a) m = 0, (b) m = 1 e (c) m = 2.
Nestas condic¸o˜es constatamos que quando m = 0 e considerando o limite em que T → 0
obtemos um produto de incerteza mı´nimo entre as varia´veis o mesmo na˜o ocorrendo quandom 6=
0 tomando-se o mesmo limite para T . Para valores de T 6= 0 tal caracterı´stica tambe´m na˜o e´
observada, qualquer que seja m, devido ao surgimento de efeitos do estado te´rmico. Concluı´mos
enta˜o que o estado condicional de saı´da sofre alterac¸o˜es em sua coereˆncia, ou seja, o estado de
va´cuo comprimido afeta fortemente os elementos que esta˜o fora da diagonal (na base de nu´mero)
mantendo uma assimetria entre as variaˆncias. Para qualquer m, tal assimetria decresce quando
aumentamos a transmissividade do EST e desaparece quando T → 1.
5.3.3 Func¸a˜o de Husimi para o ECSt+cmp
Substituindo o operador densidade que representa o ECSt+cmp, dado pela equac¸a˜o (5.30), na
equac¸a˜o (1.2) chegamos a` forma final para a func¸a˜o de Husimi de tal estado condicional de saı´da
60
CAPI´TULO 5. TRANSFORMAC¸A˜O DO ESTADO TE´RMICO - MISTURA COMOUTROS ESTADOS
Q(β) =
e−|β|
2
pi∆t+cmp
∞∑
i,j,n=0
[m+i2 ]∑
l=[ i+12 ]
[
m+j
2 ]∑
k=[
j+1
2 ]
β2l(β∗)2k|β|2(n−m)Ecmp√
(2l + n−m)!(2k + n−m)! , (5.40)
onde Ecmp e´ dado pela equac¸a˜o (5.27) e∆t+cmp e´ o fator de normalizac¸a˜o, que surge no processo de
medida condicional, dado pela equac¸a˜o (5.31).
Analisando a func¸a˜o de Husimi, dada pela equac¸a˜o (5.40), para diferentes valores de m, como
mostra a figura 5.9, observamos que quando nenhum fo´ton e´ detectado na porta de saı´da 2, ou
seja, m = 0 o ECSt+cmp aproxima-se bastante de um estado de va´cuo comprimido conforme pode
ser observado no gra´fico (a).
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Figura 5.9: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o ECSt+cmp com T = 0.5, θ = 0 fixos para os casos em que:
(a) m = 0, (b) m = 1 e (c) m = 2.
Nesta situac¸a˜o, verificamos que o ECSt+cmp apresenta uma “compressa˜o”na direc¸a˜o do eixoRe(β)
61
CAPI´TULO 5. TRANSFORMAC¸A˜O DO ESTADO TE´RMICO - MISTURA COMOUTROS ESTADOS
e uma dilatac¸a˜o ao longo do eixo Im(β). Ja´ com o aumento do nu´mero de fo´tons detectados
na porta de saı´da 2, gra´ficos (b) e (c), a func¸a˜o de Husimi apresenta uma amplitude bastante
diminuı´da quando comparamos com o caso em quem = 0 apresentando, como consequeˆncia, uma
mudanc¸a na propriedade da compressa˜o de tal estado. Na curva (b) a assimetria entre os ruı´dos
das quadraturas ainda apresenta-se de uma forma bem acentuada e diminui com o aumento de
m como pode ser verificado na gra´fico (c). Desta forma vemos que a medida condicional causa o
“desaparecimento” das caracterı´sticas do ECSt+cmp relativas ao estado de va´cuo comprimido da
entrada.
A figura 5.10 mostra a func¸a˜o de Husimi para diferentes valores da transmissividade.
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Figura 5.10: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para o ECScmp com θ = 0 e m = 1 fixos para os casos em que:
(a) T = 0.2, (b) T = 0.5 e (c) T = 0.9.
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Como podemos observar, o estado condicional apresenta uma amplitude que aumenta con-
forme aumentamos a transmissividade do EST. No caso em que T = 0.2, gra´fico (a), observa-
mos uma assimetria mais acentuada indicando maior participac¸a˜o do estado comprimido. Esta
participac¸a˜o vai se atenuando com o aumento de T , ou seja, o estado te´rmico passa a ter maior in-
flueˆncia no ECSt+cmp. A ana´lise do gra´fico (c), em que T = 0.9, mostra o surgimento de dois picos,
sime´tricos com relac¸a˜o a` origem. Isto deve-se, provavelmente, a` uma combinac¸a˜o do nu´mero de
fo´tons detectados e a transmissividade do EST, pois se observarmos o gra´fico (b), onde T = 0.5,
ja´ podemos notar o surgimento dos mesmos num esta´gio inicial e em que temos uma amplitude
intermedia´ria. Analisando o gra´fico (c) da figura 5.9, onde tambe´m temos T = 0.5, na˜o verifi-
camos tais picos mesmo sendom = 2, ou seja, na˜o e´ somente a medida condicional que acarreta o
surgimento dos picos.
5.4 Estado Te´rmico e Nu´mero
Por fim, analisemos o caso em que na porta de entrada 1 mantemos o estado te´rmico e na porta
2 fazemos incidir um campo preparado num estado de nu´mero (Fock). Substituindo ρˆnum = |n〉〈n|
na equac¸a˜o (5.3) e aplicando os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons, apo´s um pouco de
a´lgebra, obtemos o operador densidade que representa o estado total de saı´da ρˆt+num, isto e´
ρˆt+num =
∞∑
n=m
k∑
i,j=0
n+i∑
r=0
n+j∑
s=0
(−1)r+sηi+j+r+sPnT i+j+n−kk!
√
(k + r − i)!(k + s− j)!
i!j!n!r!s!(k − i)!(k − j)!√(n+ i− r)!(n+ j − s)! ×
×(n+ i)!(n+ j)!{|n+ i− r〉〈n+ j − s| ⊗ |k + r − i〉〈k + s− j|}. (5.41)
Fazendo a medida condicional atrave´s da aplicac¸a˜o do operador de medida dado pela equac¸a˜o
(2.45), obtemos o operador densidade reduzido que representa o estado condicional de saı´da
ECSt+num (ρˆcdt+num), ou seja,
ρˆcdt+num =
Tr2{ρˆt+num[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
Tr1,2{ρˆt+num[Iˆ1 ⊗ Πˆ2(m)]}
. (5.42)
Apo´s a substituic¸a˜o de (5.41) em (5.42) obtemos a forma final do operador densidade para o estado
condicional de saı´da,
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ρˆcdt+num =
1
∆t+num
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
Enum|k + n−m〉〈k + n−m| (5.43)
na qual  = 0(m− k) sem ≤ k(m > k), ε = 0(k −m) sem < k(m ≥ k),
Enum =
(−1)i+jη2(i+j+m−k)PnT i+j+n−k(n+ i)!(n+ j)!m!k!
i!j!n!(m+ i− k)!(m+ j − k)!(k − i)!(k − j)!(n+ k −m)! (5.44)
e
∆t+num =
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
Enum (5.45)
Propriedades Estatı´sticas do ECSt+num (ρˆcdt+num)
Para este u´ltimo par de estados, procurando manter a sistema´tica adotada para os dois casos
anteriores, iniciaremos a ana´lise das propriedades estatı´sticas a partir da correlac¸a˜o de segunda
ordem passando, em seguida, para o ruı´do nas varia´veis das quadraturas e, por fim, verificando o
comportamento da func¸a˜o de Husimi.
5.4.1 Correlac¸a˜o de 2a Ordem para o ECSt+num
Os nu´meros me´dio e quadra´tico me´dio de fo´tons para o estado condicional de saı´da ρˆcdt+num sa˜o
dados, respectivamente, por
〈nˆ〉 = 1
∆t+num
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
Enum(k + n−m) (5.46)
e
〈nˆ2〉 = 1
∆t+num
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
Enum(k + n−m)2, (5.47)
nas quais o coeficiente Enum e´ dado pela equac¸a˜o (5.44) e a normalizac¸a˜o pela equac¸a˜o (5.45).
Levando estes dois u´ltimos resultados a` equac¸a˜o (5.9) obtemos a func¸a˜o para a correlac¸a˜o de se-
gunda ordem do ECSt+num.
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A correlac¸a˜o de segunda ordem indica que o ECSt+num apresenta-se como um estado na˜o-
cla´ssico da radiac¸a˜o para alguns valores da transmissividade, pois g(2) < 1. Ao considerarmos
diferentes valores de m, como pode ser observado na figura 5.11, notamos que quanto maior
m menor sera´ o intervalo da transmissividade que fornece um estado condicional de saı´da na˜o-
cla´ssico, por exemplo: na curva (a), em que mostramos o caso para m = 0, ate´ T ≈ 0.6 temos
uma correlac¸a˜o de segunda ordem menor que a unidade, ja´ se observarmos a curva (b), caso em
que m = 1, para T > 0.2 ja´ obtemos g(2) > 1. Portanto, novamente notamos a forte influeˆncia da
medida condicional no estado de saı´da.
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Figura 5.11: g(2) versus T para o ECSt+num com k = 1 fixo para os casos: (a) m = 0, (b) m = 1 e (c) m = 2.
Ao variarmos o nu´mero de fo´tons do estado de Fock (k) (mantendom fixo) verificamos, atrave´s
da ana´lise da figura 5.12, um comportamento similar ao observado no caso anterior, ou seja, depen-
dendo do valor da transmissividade do EST obtemos um estado condicional com caracterı´sticas
cla´ssicas ou na˜o-cla´ssicas. Esta regra na˜o e´ va´lida para o caso em que k = 0 (estado de va´cuo
na porta de entrada 2), curva (a), onde obtemos uma correlac¸a˜o de segunda ordem constante
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(g(2) = 1.5) indicando que o estado condicional apresenta um reforc¸o na probabilidade de de-
tectar um segundo fo´ton logo apo´s a detecc¸a˜o do primeiro, ou seja, os fo´tons esta˜o agrupados [5]
qualquer que seja o valor de T . Portanto, quando m = 0, o estado condicional apresenta-se como
um estado cla´ssico da radiac¸a˜o qualquer que seja T . Tal resultado esta´ de acordo com os resulta-
dos encontrados na literatura e com o mostrado na figura 4.1. Ja´ para valores de k diferentes de
zero, curvas (b) e (c), o ECSt+num apresenta-se, para alguns valores da transmissividade, como um
estado na˜o-cla´ssico da radiac¸a˜o, pois temos anti-agrupamento de fo´tons.
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Figura 5.12: g(2) versus T para o ECSt+num comm = 1 fixo para os casos: (a) k = 0, (b) k = 1 e (c) k = 2.
5.4.2 Ruı´do nas Quadraturas para o ECSt+num
A variaˆncia nas quadraturas para o ECSt+num e´ dada pela seguinte expressa˜o
〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉 = 1
2∆t+num
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
Enum(k + n−m+ 12), (5.48)
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com Enum dado pela equac¸a˜o (5.44).
Para esta combinac¸a˜o de estados, seguida da medida condicinal, observamos alterac¸o˜es nos
elementos fora da diagonal do operador densidade, pore´m sempre e´ observado 〈∆Xˆ2〉 = 〈∆Yˆ 2〉
conforme e´ visto na figura 5.13.
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Figura 5.13: 〈∆Xˆ2〉 e 〈∆Yˆ 2〉 versus T para o ECSt+num com k = 1 fixo e diferentes valores dem: (a) m = 0,
(b) m = 1 e (c) m = 2.
Para m = 0 a variaˆncia, em func¸a˜o da transmissividade do EST, possui um comportamento
sempre crescente, ana´logo ao apresentado no caso do va´cuo na entrada 2 (ver figura 4.2) onde
observamos tal comportamento qualquer que seja m. Ja´ quando o nu´mero de fo´tons medidos
na porta de saı´da 2 e´ na˜o nulo (m 6= 0), as variaˆncias apresentam, para certos valores de T , um
comportamento decrescente, pore´m mantendo a simetria entre ambas.
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5.4.3 Func¸a˜o de Husimi para o ECSt+num
Para o ECSt+num, a expressa˜o para a func¸a˜o de Husimi e´ obtida substituindo a equac¸a˜o (5.43)
em (1.2) e e´ a seguinte
Q(β) =
1
pi∆t+num
∞∑
n=
k∑
i,j=ε
|β|2(k+n−m)e−|β|2
(k + n−m)! Enum. (5.49)
na qual Enum e ∆t+num sa˜o dados, respectivamente, pelas equac¸o˜es (5.44) e (5.45).
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Figura 5.14: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para ECSt+num com k = 1 e T = 0.5 fixos para os casos: (a) m = 0,
(b) m = 1 e (c) m = 2.
Em termos do nu´mero de fo´tons medidos na porta de saı´da 2 observamos, atrave´s da figura
68
CAPI´TULO 5. TRANSFORMAC¸A˜O DO ESTADO TE´RMICO - MISTURA COMOUTROS ESTADOS
5.14, que para m = 0, gra´fico (a), a func¸a˜o de Husimi apresenta uma forma caracterı´stica de um
estado de um fo´ton e aumentando m tal func¸a˜o tende para uma situac¸a˜o pro´xima a de um estado
de va´cuo.
Em termos da transmissividade do EST, a func¸a˜o de Husimi apresenta diferentes amplitudes
como pode ser observado na figura 5.15. Isso mostra que para pequenos valores de T o estado
de nu´mero (1 fo´ton) e´ mais influente que o estado te´rmico e para transmissividades maiores este
u´ltimo passa a predominar sobre o primeiro.
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Figura 5.15: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para ECSt+num com k = 1 em = 1 fixos para os casos (a) T = 0.2,
(b) T = 0.5 e (c) T = 0.9.
No gra´fico (a), onde T = 0.2, vemos um caso de pequena amplitude. Ja´ no gra´fico (b) a am-
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plitude aumenta consideravelmente, pore´m, a base e´ bastante ampla mostrando um produto de
incerteza maior que no caso do gra´fico (c) em que a amplitude tambe´m e´ grande mas com uma
base menor evidenciando que o estado condicional tende ao estado te´rmico com o aumento de T .
Por fim, quando variamos o valor do nu´mero de fo´tons do estado de nu´mero da entrada, para
um mesmo valor de T e de m, observamos que quando o estado de entrada e´ o va´cuo, ou seja,
k = 0, a func¸a˜o de Husimi aproxima-se do estado te´rmico sofrendo uma alterac¸a˜o acentuada em
sua forma quando na entrada do EST temos um estado de um fo´ton (k = 1) ou de dois fo´tons
(k = 2), como pode ser observado na figura 5.16. Neste u´ltimo caso vemos uma func¸a˜o similar a`
do estado de 1 fo´ton.
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Figura 5.16: Q(β) versus Re(β) e Im(β) para ECSt+num com T = 0.5 e m = 1 fixos considerando os casos:
(a) k = 0, (b) k = 1 e (c) k = 2.
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Discussa˜o e Concluso˜es
Como verificou-se no capı´tulo anterior, e´ possı´vel alterar substancialmente as propriedades es-
tatı´sticas de um campo te´rmico a partir da interac¸a˜o (“mistura”) deste com um campo num estado
puro atrave´s de um espelho semi-transparente (EST), seguido do processo de medida condicional
sobre o modo de saı´da 2. Este estado condicional apresenta diferentes propriedades estatı´sticas
dependendo do tipo de estado utilizado na porta de entrada 2 do EST.
Quando o estado incidente na porta de entrada 2 e´ o estado coerente, observamos que o estado
condicional de saı´da apresenta sempre agrupamento de fo´tons, como pode ser observado nas fig-
uras 5.1 e 5.2, implicando ser este um estado com caracterı´sticas cla´ssicas semelhantemente a` luz
te´rmica. Quando aumentamos a amplitude do estado coerente (ver figura 5.2) obtemos um estado
que, para uma faixa maior de T , apresenta caracterı´sticas mais pro´ximas das de um estado coer-
ente, aproximando-se de um estado te´rmico apenas para valores elevados da transmissividade.
Ainda no caso em que o estado incidente e´ o coerente, observamos que existe uma sensı´vel
transfereˆncia de coereˆncia ao estado condicional. Isto ficou evidente quando analisamos a figura
5.3 onde notamos uma assimetria no ruı´do quaˆntico e´ interessante , implicando que o estado co-
erente esta´ alterando os elementos de fora da diagonal (na base de nu´mero, por exemplo) do o-
perador densidade que representa o estado condicional de saı´da. O fato do ECSt+c apresentar
assimetria no ruı´do quaˆntico e´ interessante tendo em vista que cada um dos dois estados utiliza-
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dos na entrada do EST, te´rmico e coerente, possuem o mesmo nı´vel de ruı´do em cada quadratura.
Por outro lado, quando o campo incidente pela porta 2 e´ o estado de va´cuo comprimido, veri-
ficamos que a assimetria nas quadraturas sempre esta´ presente. Se na˜o detectamos fo´ton algum
na porta de saı´da 2, esta assimetria e´ minimizada de forma a fornecer um produto de incerteza
mı´nimo (〈∆Xˆ2〉〈∆Yˆ 2〉 = 116 ) quando T → 0. Tal produto aumenta com o aumento de T . Quando
m 6= 0, detectamos fo´tons na porta 2, a assimetria se amplifica de modo que, mesmo quando
T → 0, o produto de incerteza na˜o e´ mı´nimo. Neste caso, quando comparado aos demais, a
medida condicional afeta o estado condicional mesmo quando T → 0.
Por fim, vamos verificar o que ocorre com o estado condiconal de saı´da quando, na porta de en-
trada 2, incidimos com um campo no estado de nu´mero. Neste caso, o estado condicional de saı´da
difere bastante dos dois anteriores, pois nem sempre apresenta a propriedade de agrupamento de
fo´tons, como pode ser observado nas figuras 5.11 e 5.12, ou seja, oECSt+num apresenta-se como um
estado na˜o-cla´ssico da radiac¸a˜o dependendo do valor da transmissividade do EST exceto quando,
na porta de entrada 2, temos o va´cuo. No que diz respeito a`s variaˆncias das quadraturas, vemos
que o estado condicional apresenta sempre valores iguais para as duas quadraturas, como pode
ser verificado da ana´lise da figura 5.13.
Tratamos de um caso bemmais geral que o encontrado na literatura onde, na porta de entrada 2,
fizemos incidir estados da radiac¸a˜o diferentes do va´cuo e notamos que quando particularizamos e
entramos com o estado de va´cuo (k = 0) na porta 2, o estado condicional apresenta uma correlac¸a˜o
de segunda ordem que indepente da transmissividade do EST, resultado que esta´ de acordo com
o verificado por M. Ban [26]. Portanto, a alterac¸a˜o nas propriedades estatı´sticas de um campo
na˜o puro utilizando o espelho semi-transparente e o processo de medida condicional e´ possı´vel e
leva-nos a estados que podem apresentar as mais variadas caracterı´sticas dependendo dos estados
utilizados na entrada do EST. Em particular, verificamos que no caso do estado coerente ou va´cuo
comprimido na porta de entrada 2, o ECS apresenta diferentes assimetrias entre os ruı´do das
quadraturas, evidenciando assim a transfereˆncia de coereˆncia do estado puro da entrada 2 para o
estado te´rmico.
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Sejam Lˆ0 e Lˆ± geradores do subgrupo SU(2) da a´lgebra de Lie, e descrito pelas equac¸o˜es (2.24),
(2.37) e (2.38), respectivamente, as quais satisfazem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o
[Lˆ+, Lˆ−] = 2Lˆ0 (A.1)
e
[Lˆ0, Lˆ±] = ±Lˆ± (A.2)
Definamos agora uma representac¸a˜o envolvendo Lˆ± e Lˆ0 da seguinte forma:
Uˆ1(λ) = eλ(τLˆ+−τLˆ−), (A.3)
nos quais Uˆ1(0) = Iˆ, λ e α sa˜o paraˆmetros reais, τ e´ um paraˆmetro complexo e Iˆ e´ o operador
identidade. Podemos agora definir uma outra representac¸a˜o dada por
Uˆ2(λ) = ep1(λ)Lˆ−ep0(λ)Lˆ0ep2(λ)Lˆ+ , (A.4)
em que Uˆ2(0) = Iˆ, o que nos leva a pj(0) = 0 com j = 0, 1, 2.
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Procuremos agora as func¸o˜es pj(λ) que fazem com que Uˆ1(λ) = Uˆ2(λ) . Comecemos derivando
com relac¸a˜o a λ as equac¸o˜es (A.3) e (A.4), isto e´,
dUˆ1(λ)
dλ
= (τLˆ+ − τLˆ−)Uˆ1(λ) e (A.5)
dUˆ2(λ)
dλ
= {p′1(λ)Lˆ− + p
′
0(λ)e
p1(λ)Lˆ−Lˆ0e
−p1(λ)Lˆ− +
+p
′
2(λ)e
p1(λ)Lˆ−ep0(λ)Lˆ0Lˆ+e
−p0(λ)Lˆ0e−p1(λ)Lˆ−}Uˆ2(λ), (A.6)
em que a linha a indica derivada para com λ. Agora, igualando (A.5) e (A.6) e em seguida multi-
plicando os dois lados por
Uˆ−12 (λ) = e
−p2(λ)Lˆ+e−p0(λ)Lˆ0e−p1(λ)Lˆ− , (A.7)
apo´s um pouco de a´lgebra chega-se a igualdade
τLˆ+ − τLˆ− = [p′2(λ)ep0(λ)]Lˆ+ + [p
′
0(λ)− 2p1(λ)p
′
2(λ)e
p0(λ)]Lˆ0 +
+[p
′
1(λ) + p1(λ)p
′
0(λ)− p21(λ)p
′
2(λ)e
p0(λ)]Lˆ−, (A.8)
no qual utilizamos [42, 43]
ezBˆAˆe−zBˆ = Aˆ+ z[Bˆ, Aˆ] +
z2
2!
[Bˆ, [Bˆ, Aˆ]] + · · · . (A.9)
Comparando termo a termo da equac¸a˜o (A.8) concluı´mos que
τ = p
′
2(λ)e
p0(λ), (A.10)
τ = −p′1(λ)− p
′
0(λ)p1(λ) + p
2
1(λ)p
′
2(λ)e
p0(λ), (A.11)
p
′
0(λ) = 2p1(λ)p
′
2(λ)e
p0(λ). (A.12)
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Das equac¸o˜es (A.10), (A.11) e (A.12), apo´s um pouco de a´lgebra, obtemos a seguinte equac¸a˜o:
p
′
1(λ) + τp
2
1(λ) = −τ (A.13)
Agora, fazendo p1(λ) = zτ , z =
u
′
u e substituindo em (A.13), obte´m-se uma equac¸a˜o diferencial com
coeficiente constante
u
′′
(λ) + |τ |u(λ) = 0, (A.14)
a qual pode ser facilmente resolvida e que nos leva ao resultado
u(λ) = K cos(|τ |λ), (A.15)
sendo K uma constante de integrac¸a˜o cuja determinac¸a˜o na˜o e´ necessa´ria.
Sendo assim, ficamos com
p1(λ) = −|τ |
τ
tan(|τ |λ), (A.16)
que levada em considerc¸a˜o junto com (A.10) em (A.12) e integrando, fornece uma expressa˜o para
p0(λ) que e´
p0(λ) = 2ln[cos(|τ |λ)]. (A.17)
Por fim, substituindo (A.17) em (A.10) e integrando, obtemos
p2(λ) =
|τ |
τ
tan(|τ |λ). (A.18)
Comparando a equac¸a˜o (A.3) com (2.40) e´ fa´cil concluir que λ = 1 e τ = −θ, sendo θ dado por
(2.15). Dessa forma, (A.3) torna-se
Uˆ1(1) = e−θ(Lˆ+−Lˆ−). (A.19)
Substituindo (2.15) e as func¸o˜es pj(1) em (A.4), obte´m-se
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Uˆ2(1) = e−ξLˆ−T Lˆ0eξLˆ+ (A.20)
com ξ dado por (3.54), no qual utilizamos a relac¸a˜o
tan(arccos(x)) =
√
1− x2
x
. (A.21)
Como iniciamos nossos ca´lculos com a condic¸a˜o de que Uˆ1(λ) = Uˆ2(λ), e isto e´ va´lido para qualquer
λ, podemos igualar (A.19) com (A.20) resultando em
e−θ(Lˆ+−Lˆ−) = e−ξLˆ−T Lˆ0eξLˆ+ , (A.22)
que e´ o que deseja´vamos demonstrar.
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